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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem Proximity-Effekt in Normalleiter-Supraleiter-
Systemen (N-S-Systeme).

Im ersten Teil werden die magnetischen Eigenschaften von solchen Systemen
untersucht. Homogene Supraleiter haben die Eigenschaft, das Magnetfeld bei tiefen
Temperaturen vollstandig zu verdrangen (Meifiner-Effekt). In N-S-Systemen kann
das Feld auch aus dem normalleitenden Teil verdrangt werden. Dies fithrt zu einer
von Null verschiedenen Suszeptibilitat des normalleitenden Teils, die in den Kapiteln
3 und 4 berechnet wird.

Im zweiten Teil wird die Zustandsdichte in einem N-S-System bei T' = 0 betrach-
tet. Die Zustandsdichten an der Fermi-Energie unterscheiden sich ganz erheblich in
Supraleitern und Normalleitern. Wéahrend Supraleitern eine Liicke in der Zustands-
dichte haben, ist sie in Normalleitern an der Fermikante konstant. Der allmahliche
Ubergang in der Nihe einer N-S-Grenzfliche wird in Kapitel 6 selbstkonsistent be-
rechnet.

Der Proximity-Effekt ist seit langem bekannt. Er wurde zuerst allgemein von
de Gennes [1] und die magnetischen Eigenschaften im besonderen wurden von der
Orsay-Gruppe 1966 diskutiert [2]. Dort wurden die Systeme mit verallgemeinerten
Ginzburg-Landau-Gleichungen beschrieben. In der vorliegenden Arbeit sollen diese
Systeme mit Hilfe der quasiklassischen Green-Funktionen untersucht werden, wie sie
von Eilenberger [3], Larkin und Ovchinikov [4] eingefiihrt wurden.

Auch experimentell ist der Proximity-Effekt vielfach untersucht worden. Der
Meifiner-Effekt wird meistens an zylindrischen Systemen mit einem supraleitenden
Kern, der von einem normalleitenden Mantel umgeben ist, gemessen [5, 6, 7]. In
neueren Experimenten von Mota et al. wurde dabei ein Verschwinden des Meifiner-
Effekts bei sehr tiefen Temperaturen gefunden [8, 9]. Diese Tieftemperatur-anomalie
ist die Motivation, sich mit dem induzierten Meifiner-Effekt auseinanderzusetzen.
Der Ubergang der Zustandsdichten soll in einem anderen Experiment untersucht
werden [10]. Dazu liegen noch keine experimentellen Daten vor.

In Kapitel 2 werden zunéchst einige allgemeine Bemerkungen gemacht, wie man
den Proximity-Effekt als Koharenzeffekt verstehen kann. Dann wird kurz auf die ex-
perimentell gefundenen Daten eingegangen und schliefilich die Geometrie vorgestellt,
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die im theoretischen Modell verwendet werden soll.

In Kapitel 3 sollen die theoretischen Grundlagen, die zur Beschreibung des
Meifiner-Effekts bendtigt werden, kurz hergeleitet werden. Dabei wird von den
Gorkov-Gleichungen [11] ausgehend die quasiklassische Eilenberger-Gleichung [3]
abgeleitet. Sie wird schlieBlich fiir die beiden Grenzfélle vereinfacht, dafl

(a) ein hochreines Material ohne jede Art der Verunreinigung und

(b) ein Material mit einer hohen Konzentration von nichtmagnetischen Storstellen

vorliegt. Im Fall (b) fithrt das auf die Usadel-Gleichung [12].

In Kapitel 4 wird die Theorie aus Kapitel 3 auf Fall (a) angewendet, um den
Meifiner-Effekt in einer zylindrischen Geometrie zu berechnen. Dabei wird ein nicht-
lokaler Strom-Vektorpotential-Zusammenhang und im Grenzfall R > d eine rdum-
lich konstante Stromdichte in der normalleitenden Schicht gefunden. Dies stimmt
mit fritheren theoretischen Arbeiten [13] tiberein. Die Suszeptibilitat wird im Tem-
peraturbereich 0 < T < T, in Abhéngigkeit vom Magnetfeld berechnet. Fiir kleine
Magnetfelder wurde dies bisher im Grenzfall R > d untersucht [14, 15].

In Kapitel 5 wird die Theorie aus Kapitel 3 im Grenzfall (b) angewendet. Hier-
bei besteht ein lokaler London-artiger Strom-Vektorpotential-Zusammenhang und,
damit ist auch die Abschirmstromdichte ortsabhéngig. Die Suszeptibilitdt wurde
ebenfalls im Temperaturbereich 0 < 7" < T, in Abhéngigkeit vom Magnetfeld be-
rechnet. Fiir ein unendlich ausgedehntes System in kleinen Magnetfeldern wurde
der Effekt bisher mit Hilfe der linearisierten Usadel-Gleichung untersucht [16].

In Kapitel 6 werden die Resultate von den Kapiteln 4 und 5 diskutiert und
miteinander und mit experimentellen Daten verglichen. Einige Erklarungsversuche
fiir die Tieftemperaturanomalie werden untersucht.

In Kapitel 7 werden die Zustandsdichten in schmutzigen N-S-Schichtsystemen
bei 7" = 0 numerisch berechnet. Dabei wird zunéchst das selbstkonsistente Paar-
potential im Supraleiter bestimmt. Schliefllich lassen sich damit die ortsaufgelésten
Zustandsdichten sowohl im Fall eines unendlich ausgedehnten Systems als auch in
endlichen Systemen bestimmen.

Es folgt eine Zusammenfassung der gewonnenen Ergebnisse. In den Anhédngen
sind Details der analytischen Rechnung angegeben, und es werden einige Anmer-
kungen zu den numerischen Techniken gemacht.



Kapitel 2

Allgemeines

2.1 Proximity-Effekt

Der Proximity-Effekt tritt auf, wenn Normalleiter in elektrischem Kontakt mit Su-
praleitern stehen. Der Normalleiter erhdlt dann in der Ndhe der Grenzflache bei
tiefen Temperaturen supraleitende Eigenschaften. Gleichzeitig werden diese Eigen-
schaften auf der supraleitenden Seite der Grenzfliche abgeschwiacht. Das 1aBt sich
zum Beispiel, wie folgt, verstehen.

In einem Supraleiter gibt es eine endliche Cooper-Paardichte, wobei ein Cooper-
Paar aus zwei Elektronen in zeitumgekehrten Einteilchen-Zustdnden mit festgekop-
pelten Phasen der Wellenfunktionen besteht. Insbesondere sind die Phasen aller
Cooper-Paare miteinander gekoppelt. Dies fithrt zu einem endlichen thermischen
Mittelwert der Form

F(.r) =< \I/l(.x‘)\IIT(.I‘) >, (2.1)

dessen Betrag mit der Dichte der Cooperpaare zusammenhéngt, und der deshalb
Paaramplitude heifit. Eine von Null verschiedene Paaramplitude ist verantwort-
lich fiir die supraleitenden Eigenschaften. In einem isolierten Normalleiter, also
einem Leiter ohne Cooper-Paarkopplung iiber Phononen oder bei einer Tempera-
tur oberhalb der kritischen Temperatur, sind die Phasen nicht gekoppelt. In dem
Erwartungswert (2.1) mitteln sich alle Beitrage wegen den unkorrelierten Phasen
raus und die Paaramplitude ist Null. Damit ist auch die Cooperpaardichte Null
und es sind keine supraleitenden Eigenschaften vorhanden. Ist solch ein Material
jedoch in elektrischem Kontakt mit einem Supraleiter, bei dem die Phasen korreliert
sind, so behalten die Elektronen in der Nahe (”in proximity”) des Supraleiters diese
Phasenkohédrenz. Damit erhilt der Normalleiter auch supraleitende Eigenschaften.

Eine wichtige Voraussetzung fiir die induzierte Supraleitung auf der normalleiten-
den Seite der Grenzflache ist also die Phasenkohérenz. Die charakteristische Lange
fir diesen Effekt ist diejenige Lange, nach der entweder ein einzelnes Elektron sein
Phasengedachtnis verliert, oder die kollektive Phasenkoharenz der Elektronen verlo-
ren geht. Im ersten Fall heifit die Liange Phasenkohédrenzlénge und im zweiten Fall
thermische Kohérenzlange.



In einem idealen Material ohne Verunreinigungen ist die thermische Kohéarenz-
lange, die aufgrund der Verbreiterung der Fermikante mit der Temperatur zustande
kommt, gegeben durch ¢V(T') = hvp/27kgT. In einem Material mit vielen ela-
stischen Verunreinigungen erfolgt die Elektronenbewegung diffusiv mit einer Dif-
fusionskonstanten D = %’U%Tel (7er: mittlere elastische Stofizeit). Die thermische
Koharenzlange ist dann gegeben durch ¢ (T) = (hD/27kgT)"/?. In beiden Fallen
kénnen diese Langen fiir T' — 0 sehr grol werden. Durch inelastische Streuung
an Phononen mit einer Streuzeit 7;, bzw. paarbrechende Streuung an magnetischen
Storstellen mit einer Streuzeit 7, ist die Phasenkohédrenzldnge immer beschrankt. Sie
kann im reinen Grenztall v,7;, bzw. v,7s und im schmutzigen Grenzfall (Drm)l/ 2
bzw. (D7,)'/? nicht iiberschreiten.

Der gleiche Effekt beeinflufit auch die supraleitende Seite der Grenzflache. Dort
ist in Anwesenheit des Normalleiters eine endliche Dichte unkorrelierter Elektronen
im Supraleiter, die zu einer Abschwéachung der supraleitenden Eigenschaften fiithren.
Diese Dichte zerféllt mit der fiir den Supraleiter charakteristischen Linge ¢ =
hop/2A im reinen Fall und ¢ = (RD/2A)Y? im schmutzigen Grenzfall, wobei A
der Betrag des Ordnungsparameters ist. Im reinen Fall wird als Koharenzlange oft
&o = hvp/TA verwendet.

Theoretisch 148t sich der Effekt auch folgendermafien einfach verstehen. Man
betrachtet die Selbstkonsistenzgleichung fiir die Supraleitung

Alz) = Mz) < U (2)T(z) > . (2.2)

Hierbei ist A das Paarpotential, A\ die Paarwechselwirkung und < W (z)U¢(z) >
die Paaramplitude. An dieser Gleichung sieht man, daf§ die Paaramplitude in einem
Normalleiter mit A = 0 durchaus endlich sein kann, da mit A = 0 auch die Selbstkon-
sistenzgleichung erfiillt ist. An einer idealen Normalleiter-Supraleiter-Grenzfliche
ist die Paaramplitude natiirlich stetig, da sie aus Wellenfunktionen berechnet wird,
wahrend das Paarpotential unstetig sein kann.

Die Situation ist schematisch in Abb. 2.1 dargestellt. Tief im Supraleiter hat die
Paaramplitude ihren Gleichgewichtswert, der durch die Selbstkonsistenzgleichung
(2.2) bestimmt ist, wobei das Paarpotential im BCS-Fall fiir ' < T. gegeben ist
durch

AT =0) = 1.76kpT.. (2.3)

In der Nahe der Grenzflache téllt dieser Wert ein wenig ab, die Cooper-Paardichte
wird geringer, und damit werden die supraleitenden Eigenschaften abgeschwécht.
Die Lénge, auf der dieser Abfall passiert ist fiir T' < T, gegeben durch die supra-
leitende Kohérenzldnge fcs/d. Auf der N-Seite setzt sich dieser Trend fort, jedoch
mit einer anderen Léngenskala. Die Dichte der korrelierten Elektronen sinkt mit
zunehmendem Abstand von der Grenzflache weiter ab. Die Langenskala ist, solange
inelastische oder paarbrechende Prozesse keine Rolle spielen, die normale thermi-
sche Kohérenzlange fi\/f 4> die bei tiefen Temperaturen 7" < T, sehr viel gréfler als
die supraleitende Kohérenzlange sein kann.

6



\ 4

Abbildung 2.1: Verlaut der Paaramplitude an einer N-S-Grenzflache

2.2 Experimente

Es hat in den letzten Jahren eine ganze Reihe von Experimenten gegeben, die den
Proximity-Effekt untersucht haben. Insbesondere die magnetischen Abschirmeigen-
schaften von diinnen normalleitenden Schichten (meist Cu oder Ag) auf klassischen
Supraleitern (meist Nb, Ta oder Al) wurden untersucht [5, 6, 7, 8, 9]. Dabei werden
mit hochreinen Materialien und durch Ausheilen der Proben freie Weglangen von
bis zu 10um erreicht. Die untersuchten Schichtdicken sind im Bereich 3 — 30um.
In den untersuchten Schichten ist also teilweise die freie Weglange von der Ordnung
der Schichtdicke oder sogar grofier.

In diesen Experimenten wurden zylindrische Geometrien untersucht, bei denen
ein Kern aus supraleitendem Material von einer im Vergleich zum Radius des Zy-
linders diinnen normalleitenden Schicht umgeben ist. Diese Drahte mit Dicken im
pm-Bereich werden durch Langziehen von dickeren Drahten hergestellt. Gemessen
wird an einem ganzen Biindel solcher Dréhte. Dabei wird ein paralleles Magnetfeld
an ein Biindel angelegt und dann der Fluff durch das gesamte Biindel gemessen. Bei
der kritischen Temperatur des Supraleiters 7. wird nun zunéchst das Magnetfeld
aus dem Supraleiter verdrangt. Da der Supraleiter sehr viel gréfler als die magne-
tische Eindringtiefe ist, ist die Suszeptibilitat des Supraleiters —1/47 und kann als
Referenzwert benutzt werden. Bei tieferen Temperaturen wird das Feld schliellich
aus der normalleitenden Schicht verdrangt. Aus dem Verhéltnis der Volumenanteile
von supraleitendem zu normalleitendem Material und dem Referenzwert der Magne-
tisierung des Supraleiters 1a8t sich dann die Suszeptibilitdt der Normalleiterschicht
absolut bestimmen.

Fir die Tieftemperaturabhangigkeit der Suszeptibilitat in dem Bereich, in dem
noch keine Sattigungseffekte vorhanden sind, werden Verhalten ~ T~ gefunden,
wobei a zwischen 0.5 und 2 liegt, je nach Reinheit der Probe. In extrem schmutzi-
gen Proben wird ein Exponent von 0.5 gefunden, der sich mit der Voraussage der
verallgemeinerten Ginzburg-Landau-Theorie [2] deckt. Fiir die anderen Werte des
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Exponenten gibt es bisher keine befriedigende Erklarung.

Die Magnetfeldabhangigkeit der Suszeptibilitat wurde ebenfalls bestimmt. Bei
tiefen Temperaturen ist diese unstetig, die Suszeptibilitdt springt fast auf Null
zuriick, wenn das Magnetfeld einen bestimmten Wert {iberschreitet. Auflerdem zeigt
sich ein hysteretisches Verhalten, wenn das Feld hoch- bzw. heruntergefahren wird.

In den letzten Experimenten von Mota et al. [8, 9] wurde jedoch ein neues Phano-
men gefunden, das bisher nicht erklart werden konnte. Bei sehr tiefen Temperaturen
wurde ein Verschwinden des Diamagnetismus gemessen. Die Suszeptibilitat erreicht
zunéchst mit fallender Temperatur den Sattigungswert von —1/4x. Jedoch nimmt
der Betrag der Suszeptibilitdt unterhalb von 7'~ 10 — 100m K wieder ab und geht
bei der diinnsten Probe sogar aut 0 zuriick. Fiir diese Tieftemperaturanomalie gibt
es noch keine befriedigende Erklarung.

Da der induzierte Meifiner-Effekt theoretisch bisher nur in gewissen Grenzfillen
untersucht wurde, hat diese Tieftemperaturanomalie einige theoretische Untersu-
chungen angeregt. In dieser Arbeit soll nun zunéchst der induzierte Meifiner-Effekt
eingehend untersucht werden. Spéter soll auf die méglichen experimentellen Konse-
quenzen eingegangen werden.

In einem weiteren geplanten Experiment [10] soll die lokale Zustandsdichte auf
der normalleitenden Seite einer N-S-Grenzflache mit Hilfe von Tunnelkontakten ge-
messen werden. Hierzu liegen ebenfalls noch keine theoretischen Arbeiten vor.



2.3 Modell

In diesem Abschnitt sollen kurz die Geometrien, die in den weiteren Kapiteln un-
tersucht werden, vorgestellt und einige Annahmen, die gemacht wurden, eingefiihrt
werden.

Um den Experimenten méglichst nahe zu kommen, wire es wiinschenswert, den
Meifiner-Effekt an Zylindern, wie in Abb. 2.2 dargestellt, zu untersuchen. Dies wére
ein supraleitender Kern mit Radius R, umgeben von einer normalleitenden Schicht
der Dicke d, wobei der ganze Zylinder die Lange L hat. Die beiden Materialien wéaren
jeweils gekennzeichnet durch Fermigeschwindigkeit vy, elastische freie Weglange [
und eine kritische Temperatur 7T, im Falle des Supraleiters.

d
T Er SO
Abbildung 2.2:
Proximityzylinder mit Radius des Su-
praleiters R, Dicke der Normalschicht
H  dund Lange L.
L Der Vektor H kennzeichnet die Rich-
tung des angelegten Feldes
S: klassischer Supraleiter mit 7. # 0

//\ N: Normalleiter mit 7. = 0

Da jedoch in Experimenten die Lange L des Zylinders immer viel grofler als der
Durchmesser ist, wird die endliche Ausdehnung in dieser Richtung vernachléassigt

und der Zylinder als unendlich lang angenommen.

Der Radius des Supraleiters ist sehr viel grosser als die supraleitende Kohérenz-
lange. Der Supraleiter ist im Inneren also nicht gestort durch den Normalleiter. Die
kritische Temperatur des Supraleiters bleibt unverandert.

Eine weitere Annahme zur Vereinfachung der Rechnungen ist, dafl die Grenzfla-
che zwischen Supraleiter und Normalleiter ideal ist und die Fermigeschwindigkeiten
in beiden Materialien gleich sind. Der Reflexionskoeffizient ist also 0. Diese Annah-
men sind insoweit gerechtfertigt, als ein endlicher Reflexionskoeffizient die Proximi-
tyeigenschaften nicht qualitativ beeintrichtigt, sondern nur quantitative Anderun-
gen mit sich bringt.

In den weiteren Kapiteln werden Einheiten mit 2 = kg = ¢ = 1 verwendet.
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Kapitel 3

Quasiklassische Green-Funktionen

In diesem Kapitel sollen in der gebotenen Kiirze die theoretischen Grundlagen, die
in der weiteren Arbeit bendtigt werden, hergeleitet werden. Dabei werden auch
einige Annahmen erlautert, die sich als zweckméafig erweisen. Die Methode, die ver-
wendet wird, basiert auf dem Imaginarzeitformalismus, wie er z.B. in den Biichern
von Rickayzen [17] und Abrikosov et al. [11] eingefithrt wird. Spater werden auch
Realzeit-Green-Funktionen verwendet. Um den Rahmen eines Kapitels einzuhalten,
wird der quasiklassische Formalismus nur in Imaginéarzeit eingefithrt. Die Realzeit-
Green-Funktionen lassen sich daraus im Gleichgewicht durch analytische Fortset-
zung gewinnen.

3.1 Die Eilenberger-Gleichung

Der Ausgangspunkt fiir die quasiklassischen Green-Funktionen ist die Ein-Teilchen-
Temperatur-Green-Funktion (Gorkov-Funktion) [11]

G(T1,71|"°2,T2) = - << TTE(T17T1)ET(T2’T2) >,
wobei

==t

U (r,7)= (lﬂ(r,r) , Uyi(r, 7))

ein Spinor im Nambu-Raum ist und " eine Matrix in diesem Raum bezeichnet. Hier-
bei ist < --- > der thermische Mittelwert, T} der Zeitordnungoperator beziiglich
7 und W (r,7) der {ibliche Feldoperator fiir ein Elektron mit Spin | am Ort = in
imaginirer Zeit 7 = it. Die fettgedruckten Symbole sind Vektoren im dreidimen-
sionalen Raum. Die Gorkov-Funktion hangt nur von der Differenz 7 = 71 — 7, ab.
Man kann sie im Intervall —1/7T < 7 < 1/T in eine Fourier-Reihe

G(’I"l, T| T, 0) = T Z qu(r1| 7’2)6_2“}“7

U=—00
entwickeln, wobei wegen G(7 — 1/T) = —G(7) nur die ungerade Frequenzen

w,=7T2p+1) mit pg=0,+1,+£2,---
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vorkommen. Fiir die Fourier-Komponenten ergibt sich die Bewegungsgleichung
(Gorkovgleichung)

A A A

liw, —e(=i8(r1) ) 75 — S (r1) | G (ri]72) = 6(r1 — 72) (3.1)
mit
A(r) =V —icA(r)h

und der Einteilchenenergie

2

p
5(1)) = 9

— E,,

gemessen gegen die Fermi-Energie. Die Selbstenergie 3 enthélt das selbstkonsistente
Paarpotential und alle méglichen Streuprozesse. Auf diese soll spater eingegangen
werden.

Die durch diese Gleichung bestimmte Green-Funktion enthélt jedoch noch zuviel
Informationen fiir die meisten Probleme. Sie ist eine rdumlich stark oszillierende
Funktion von r{ — 5 (ndmlich auf einer Langenskala Ar). Bei Supraleitern andern
sich die meisten Groflen (Paaramplitude, Magnetfeld, usw.) auf einer Langenskala
der Ordnung ff, die um einen Faktor Fr/To =~ 10* groBer ist als A\p. AuBerdem
wird bei der Berechnung von physikalisch relevanten Groflen, wie z.B. Stromdichte
oder Gapgleichung, irgendwann immer tiber die Energie integriert und, so werden
die schnellen Oszillationen herausintegriert.

Diese Tatsachen fiithrten zur Entwicklung der Theorie der quasiklassischen oder
auch ¢-integrierten Green-Funktionen, bei denen die Energieintegration schon vor
der Losung von (3.1) durchgefithrt wird, durch Eilenberger [3], Larkin und Ov-
chinkov [4]. Man definiert sich zunachst neue Green-Funktionen, die beziiglich der
Relativkoordinate p = vy — v Fourier-transformiert wurden

Cn(r,p) = [doe POCL, (r+tolr—30). (3.2

Diese Funktionen sind stark gepeakt bei p &~ p, aufgrund der schnellen Oszillatio-
nen. Aus diesem Grund kann in der Bewegungsgleichung fiir diese Funktionen die
quasiklassische Naherung durchgetithrt werden. Terme, die Ableitungen nach der
Schwerpunktskoordinate enthalten, sind von der Ordnung £ und werden, wenn sie
quadratisch auftreten, vernachléssigt. In gemischten Termen der Form pV kann p
durch p, ersetzt werden. Man erhilt schliellich

[ia.:M — <z—:(p) — %'vpar) T3 — Ew(r)] G, (r,p) = 1.
Ferner wurde angenommen, dal die Selbstenergie nur schwach vom Impulsbetrag
abhangt, eine mogliche Abhéngigkeit von der Richtung kénnte weiter mitgenommen
werden, soll jedoch hier nicht weiter verfolgt werden.

Jetzt wird die Gleichung mit 73 multipliziert und das Inverse dieser ganzen Glei-
chung abgezogen. Das Ergebnis ist eine homogene Gleichung, die nicht mehr vom
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Betrag des Impulses abhédngt. Es kann also iiber die Energie integriert werden, und
aus den Green-Funktionen (3.2) werden die quasiklassischen Green-Funktionen

Gu,(r,v5) = /de . P), (3.3)

die nur noch von der Richtung des Fermi-Impulses bzw. der Fermi-Geschwindigkeit
vp abhéngen (aus Konvention noch mit einem Faktor ¢/x verziert).

Die Bewegungsgleichung dieser Green-Funktionen (3.3) ist dann die Filenberger-
Gleichung [3]

A

liwuts — S, (7) + i0:8(r) , G, (v, v5) | =0 (3.4)

Diese Gleichung mufl durch eine Normierungsbedingung erganzt werde. Aus (3.4)
kann eine Differentialgleichung fiir §? hergeleitet werden, die zeigt, dafi §* raumlich
konstant ist. Wenn das System viel gréfer als die Koharenzléange ist, dann erreicht g
irgendwo die BCS-Form, und die Normierung kann daraus bestimmt werden. Dann
ist die Normierungsbedingung

(G (r,v5))" = L. (3.5)

Da hier entsprechend grofie Systeme betrachtet werden, wird diese Normierung ver-
wendet. In Systemen, deren Abmessungen vergleichbar mit ¢5 sind, muf die Nor-
mierung genauer untersucht werden [14].

Die Selbstenergie in (3.4) 148t sich schreiben als

A

Bon(r) = Betmpn(wi, #) + Birmp (i, 1) + i (wy 7). (3.6)

Die verschiedenen Beitriage sollen im folgenden einzeln erlautert werden. Der Pho-
nonenbeitrag besteht aus zwei Teilen

. ?

Zel_ph(wﬂ,r) = —LA(’I‘) ’/'A'l —

- sign(w,) 7s.

Der nichtdiagonale Teil (o< 7 fiir einen reellen Ordnungsparameter) enthélt die
Paarung der Elektronen mittels Phononen zu Cooper-Paaren. “Strong Coupling”-
Effekte wurden hierbei nicht beriicksichtigt. A(7) muf} iiber eine Selbstkonsistenz-
gleichung bestimmt werden, die weiter unten angegeben ist. Der zweite Beitrag
beinhaltet die inelastische Streuung durch die Phononen. Dieser Beitrag ist bei
tiefen Temperaturen meist klein im Vergleich zur elastischen Streuung an nichtma-
gnetischen Storstellen, die zur Selbstenergie mit

. 2
Yimp(Wu,?) =

QTel < f]wﬂ(r”vp> ”
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beitragen. Hierbei bedeutet < -+ >= [ di}% .-+ eine Winkel-Mittelung iiber die
Fermi-Flache. Von magnetischen Verunreinigungen kommt ein Beitrag
ﬁs(w#,r) = _,Z 7;3 <£7w (’I‘,’UF) > 7A_3)
27 .

der Spin-Flip-Prozesse beschreibt. Da Cooper-Paare aus Elektronen in zeitumge-
kehrten Zustidnden mit entgegengesetztem Spin bestehen, zerstért diese Streuung
die Paarkorrelation. Diese Prozesse kénnen durch die Konzentration von magneti-
schen Fremdatomen kontrolliert werden. Die Streuzeiten 7;,, 7., und 7, sollen hier
nicht weiter berechnet werden, sondern gehen in die Theorie als freie Parameter ein.

Das Paarpotential A (der Einfachheit halber reell angenommen) muf selbstkon-
sistent bestimmt werden durch

lwu|<we
1 e A a .
A(r) = —g/\N(())T Yo < Tr #1gu,(r,ve) > . (3.7)
Die Elektron-Phonon-Kopplungskonstante A und die Abschneid-Frequenz w, werden
mittels der Identitét

T “eo 1
1 = AN(0) (lnT—I—QWT Z —)

wu>0 “u

durch die kritische Temperatur T, ersetzt. Die Selbstkonsistenzgleichung ist dann
von der Form

T A
A(r)N(0)In — +2xN(0) T Z (T)—I— <Tr 1§y, (r,vp) > =0 (3.8)
TC wy>0 Wy !
In inhomogenen Systemen, wenn normalleitende Bereiche mit A = 0 vorhanden sind,
kann man an (3.7) sehen, dal die Selbstkonsistenzbedingung dort mit A(r) = 0
automatisch erfiillt ist.
Fiir den Strom ergibt sich
J(r)=—4iexN(O)T > < Tri3vpgu,(r,vs) >. (3.9)
wu>0

In den néchsten beiden Abschnitten sollen diese Gleichungen in zwei Grenzfillen
vereinfacht werden.

3.2 Der reine Grenzfall

In diesem Fall werden alle Streueffekte vernachlassigt. Das heift, die Streuzeiten
Tin, Tt und 75 sind sehr viel gréfler als alle anderen Zeitskalen im System. Diese
Bedingung 148t sich an den entsprechenden mittleren freien Weglédngen veranschau-

lichen. Betrachtet man z.B. die elastische freie Weglange [.; = vp7., so lautet die
Bedingung
lg> €3 in Supraleitern und

I > EN(T) in Normalleitern.
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Die Selbstenergie reduziert sich auf das Paarpotential, und die Eilenberger-Gleichung
vereinfacht sich zu

eV i (P, 05) = [ (@ + ievo A(r)) 73 + A(P)F1, du, (r,v0) ] (3.10)

In normalleitenden Systemen ist dieser Grenzfall nur fiir 7' > Te_ll erreicht.

3.3 Der schmutzige Grenzfall

Im allgemeinen sind die quasiklassischen Green-Funktionen anisotrop im Impuls-
raum. Jetzt soll der Fall betrachtet werden, dafl eine starke elastische Streuung
vorhanden ist, wéhrend inelastische und paarbrechende Streuung schwach dagegen
sind (7 < Ty, 75). Der Beitrag der elastischen Streuung zur Selbstenergie enthélt
einen Term (§(7,vr)), der dampfend auf die Anisotropie wirkt. Ist nun wegen einer
hohen Stérstellenkonzentration die Anisotropie klein, so empfiehlt sich eine Ent-
wicklung der Green-Funktionen nach Kugelfunktionen, wobei nur der s- und der
p-Wellenanteil mitgenommen werden. Man macht also den Ansatz

G (r,07) = Gu (1) + —=g(r), (3.11)

wobei ¢ < ¢ angenommen wird. Die Selbstenergie in (3.4) ist damit von der Form

A . 1
Yo (r) = —iA(r)T — — gu,(7),
el
wobei die Winkelmittelung im Dampfungsterm schon ausgefiihrt wurde und, an-
dere Streumechanismen hier vernachlassigt wurden. Aus der Normierungsbedingung

(3.5) folgt nach Winkelmittelung die Normierung des isotropen Teils

g (r)=1 (3.12)
und, indem man zuerst mit v, multipliziert und dann mittelt,
9w, (1) 90, (7) + 95, (7) Gu, () = 0, (3.13)

wobei Terme, die quadratisch im p-Wellenanteil sind, vernachlassigt wurden. Setzt
man jetzt den Ansatz (3.11) in die Eilenberger-Gleichung (3.4) ein und projiziert den
anisotropen Teil heraus, dann erhalt man mit Hilfe von (3.13) fiir den p-Wellenanteil

9, (P) = =Tet G (7) [ B, G (7) ] - (3.14)
Der isotrope Anteil ergibt

| wuts + A(r)#1, G, ()] = =207 (8, 4., (r)] (3.15)
Dabei wurden die Annahmen

Aty <1 und w,7g <1
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gemacht. Ausgedriickt durch die elastische freie Weglange bedeutet dies

lg < €3 in Supraleitern und
lg < EN(T) in Normalleitern.

Setzt man (3.14) in (3.15) ein, so findet man schlieBlich die Usadel-Gleichung

[wuts + A(P)F1, G, (7)] = D [B(r), G, (r) [B(r) , G, (7)]] (3.16)
wobel
1
D = nglel

die Diffusionskonstante ist. Gleichung (3.16) ist eine kompakte Matrixgleichung.
Fiir numerische Zwecke ist eine skalare Form angebrachter. Indem man den Ansatz

Juu(P) = Go, (P)T3 + Fu,(r)T
macht, kann man (3.16) mit Hilfe der Normierung
Go(r) + [ Fu,(r)* =1
auf eine Gleichung
D[V = 2ieA(r)] { G, (r) [V = 2ieA(r)] F,(v) = Fl,(r)VG,,(r) } =
20, F,. (1) — 2A(7) Gy, (7) (3.17)
fiir £, reduzieren. Die Formel fiir den Strom ausgedriickt durch £, (r) lautet

j(r) = 4xeN(0)DT Y Im FZ (7) [V — 2icA(r)] ., (r).

wp>0

Damit sind die theoretischen Grundlagen komplett, um den induzierten Meifiner-
Effekt im schmutzigen und im reinen Grenzfall zu berechnen.
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Kapitel 4

Meif3ner-Effekt im reinen

Grenzfall

In diesem Kapitel wird die Suszeptibilitdt unter der Annahme, dafl keine Storstellen
vorhanden sind, fiir den Zylinder aus Abb. 2.2 im parallelen Magnetfeld berechnet.
Im ersten Abschnitt wird die Bewegungsgleichung (3.10) fiir die Green-Funktionen
im Grenzfall [.,; — oo gelost. Im zweiten Abschnitt wird der Verlauf des Magnetfel-
des in der N-Schicht im “ebenen” Fall R > d analytisch und im zylindrischen Fall
numerisch berechnet. Im dritten Abschnitt werden zunachst die Suszeptibilitdten
im Rahmen der linearen Antwort fiir diese beiden Fallen und dann im letzten Unter-
abschnitt in Abhéangigkeit vom angelegten Magnetfeld im “ebenen” Fall diskutiert.
Das Vektorpotential wird in der symmetrischen Eichung verwendet

A(r) = A(r)e, H(r)=He,O(r — R—d), (4.1)

wobei e, der Einheitsvektor in p-Richtung und e, der in z-Richtung ist.
Das Paarpotential an der N-S-Grenzfliche wird stufenférmig angenommen,

A(r) = AO(R — r), (4.2)

und die Rechnung nicht selbstkonsistent durchgefiihrt. Dies ist gerechtfertigt, da
einerseits der Supraleiter sehr viel gréfler als die Kohédrenzldnge sein soll, und an-
dererseits die Feldstérke sehr viel kleiner als das kritische Feld des Supraleiters an-
genommen wird. Fin kleine Unterdriickung des Paarpotentials an der Grenzflache
wiirde qualitativ nichts &ndern. Der Radius des gesamten Zylinders ist R+ d, wobei
der supraleitende Kern den Radius R hat und von einer normalleitenden Schicht der
Dicke d umgeben ist.

4.1 Lo6sung der Eilenberger-Gleichung

In dem Normalleiter ist die Bewegungsgleichung entlang einer klassischen Trajektorie
effektiv eindimensional. Die Green-Funktion hédngt nur von der Radialkoordinate r
ab und damit hat die Eilenberger-Gleichung die Form

vV, (r,vr) = [ (W, + ievrA(r))7T3, §u,(r,vF)]. (4.3)
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An der N-S-Grenzfliche werden perfekte Transmission und die gleichen Fermi-Ge-
schwindigkeiten auf beiden Seiten angenommen (Reflexionskoeffizient = 0):

9o (B =0,v0) = g (R+0,v5) (4.4)
An der N-Vakuum-Grenzfliche spiegelnde Reflexion:
QZM(R + da v, U||) = gZM(R + d7 —v4, U||) (45)

Eine genaue Darstellung der Lésung ist in Anhang A gegeben. Die Diagonal-
komponente der Green-Funktion im Normalleiter (73-Komponente von §) ist von
den Koordinaten unabhéngig. Sie ist gegeben durch

Q4 w,, coth(y)
E — 1 /
9(L) w, + Qcoth(x)’

(4.6)

wobei

w#L,;

- -I—z'e/EA(r)dr ud Q= /A2 o2 (4.7)

ist. Hierbei bezeichnet L, die Lange der Trajektorie £ und [, das Linienintegral
entlang dieser Trajektorie. Im ebenen Fall R > d ist diese Losung dquivalent zu der
von Zaikin in [13] gefundenen.

X =

4.2 Lo6ésung der Maxwell-Gleichung

In diesen Abschnitt werden die Lésungen der Maxwell-Gleichungen in der Normal-
leiterschicht in den Féllen R > d und beliebige R und d diskutiert.

Zunéchst zum “ebenen” Grenzfall R > d. Hier findet man, daf} die Stromdichte
in der gesamten normalleitenden Schicht raumlich konstant ist und gegeben durch

J"(T, H) Rzd 16€N(0)‘UFTZ/E alQ/5 dip sin® 0 cos @ (4.8)
o 0

y A?*(cosh ® + cos ¢) sin ¢
[w, sinh @ 4+ Q ( cosh ® + cos ¢ )]

Hierbei ist
® - 2w, L _ dw,d

Up vy cos 0

eine Art effektive Trajektorienlange und

R+d
¢ = 4tan9005ape/ A(r)dr
R
die Aharonov-Bohm-Phase entlang dieser Trajektorie. Diese Stromdichte hangt
von der Temperatur und vom angelegten Feld H ab. Der Strom-Vektorpotential-

Zusammenhang ist nichtlokal. Diese nichtlokale Abhéngigkeit 148t sich, wie folgt,
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verstehen. Betrachtet man eine semiklassische Trajektorie eines Elektrons im Nor-
malleiter, das mit Geschwindigkeit vp aus dem Supraleiter kommt, so wird dieses
an der auBeren Grenzflache reflektiert und lauft dann zuriick zum Supraleiter. Dort
wird es Andreev-reflektiert und lauft als Loch auf der gleichen Trajektorie zuriick,
und das Ganze beginnt von vorn. Solch eine semiklassische geschlossene Bahn ent-
spricht quantenmechanisch gebundenen Zustidnden. Diese gebundenen Zusténde
sind bekannt unter dem Namen Andreev-Levels [18]. Auf diesem Weg L nimmt das
Elektron eine Phase
R+d

e/LA(r)dr = Qevo/ A(r)dr

Vrr YR

auf. Diese Phase fiihrt zu einer Verschiebung der Energien der Andreev-Levels, die
proportional zu

. R+d
_evjw . A(r)dr

ist [19]. Die Abhéngigkeit der Energie vom Vektorpotential fithrt dann zu einem
Strom, der aufgrund der Ausdehnung der Andreev-Levels in der gesamten Normal-
leiterschicht konstant ist.
Die Losung der Maxwell-Gleichung mit den Randbedingungen
AR+ d)

d
A(R) =0 und %A(T'”T:R_}_d + T—{—d = H. (49)

ergibt fiir die z-Komponente des Magnetfeldes

B(r)= H — dxj"(T, H)(R+d —v) fir R<r<R+d (4.10)
B(ry=H fir r>R+d.

Das Feld kann fiir
4my™(T,H)d > H (4.11)

innerhalb der Normalleiterschicht das Vorzeichen wechseln. Diesen Effekt nennt
man “overscreening”. Er wurde zuerst von Zaikin diskutiert [13]. Die Stromdichte
(4.8) kann nun numerisch fiir alle Temperaturen berechnet werden und damit hat
man die Losung der Maxwell-Gleichung fiir beliebige Feldstarken.

Im Fall einer zylindrischen Geometrie hangt die Stromdichte in der N-Schicht
vom Ort ab, wie von Nazarov gezeigt wurde [20]. Der volle Ausdruck ist in Anhang
A angegeben. Der Zusammenhang mit dem Vektorpotential ist ebenfalls nichtlokal.
Linearisiert man im Magnetfeld, so lautet die Maxwell-Gleichung

d 1l d T R dp /2
VP A =K Y | a0 1.12
£ (Te) dr r dr rA(r) g\ T. w2>0 o EN(T) Jo ( )
y 0 sinZ 6 A2 (cosh® + 1) /R+d M
EN(T)ry/r? — p? (w,sinh ® 4+ Q(cosh® +1))* /r Pk
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wobei die effektive Trajektorienlange in diesem Fall durch

o L ol /(R + 2 — g2 — VBT )

vp|sin 6|

gegeben ist. Dabei wurden dimensionslose Einheiten eingefithrt. Die Langen werden
in Einheiten von

N Tc — Up
& (Te) 27T,

der reinen Kohéarenzlange bei T. gemessen und die Stromdichte enthélt eine dimen-
sionslose Materialkonstante

¢ N 2
K = 32N (0p2eN (1) = 2 (—5" (T°)) :

™ /\N
wobei Ay = (47e?n./m)~"/? analog der London-Eindringtiefe mit der Elektronen-
dichte des Normalleiters n, anstatt der suprafluiden Dichte des Supraleiters definiert
ist. Typische Werte fiir K liegen zwischen 1 und 1000. Die Maxwell-Gleichung (4.12)
kann aber nicht mehr analytisch gelost werden, da sie die Form einer nichtlinearen
Integro-Differentialgleichung hat. Sie wurde iterativ numerisch gelost.

In Abb. 4.1 sind die Stromdichten und Feldverlaufe in der N-Schicht bei ver-
schiedenen Temperaturen fiir den “ebenen” Fall aufgetragen. Die Schichtdicke ist
20¢N(T.) und der Materialparameter K = 10. Im linken Bild ist die Stromdichte
dargestellt, die in diesem Fall raumlich konstant ist. Im rechten Bild sind die dazu-
gehdrigen Feldverliufe gezeigt. Fiir T X 0.17, ist die Bedingung (4.11) erfiillt, und
das Feld wechselt an der Grenzflache zum Supraleiter das Vorzeichen. Im Tempe-
raturbereich von 7' = 0.057, bis T' = 0.0017., steigt die Stromdichte nicht mehr an,
sondern behélt den Wert j = 3H/87d und das Feld an der N-S-Grenzfliche unter-
schreitet —H /2 nicht weiter. Im Bild ist nur die Kurve fiir 7' = 0.017.. eingezeichnet.

Im Gegensatz dazu hédngt die Stromdichte im zylindrischen Fall von r ab, wie in
Abb. 4.2 gezeigt ist. Hier ist die Schichtdicke d = 20£N(T.), die Materialkonstante
K =10 und der Radius des Supraleiters ist gleich d gewahlt. Die Stromdichte kann
in diesem Fall lokal deutlich grofler sein als im “ebenen” Fall. Bei T' — 0 ist sie an
der N-S-Grenzflache z.B. dreimal so grofi. Die Abschirmung ist im &ufleren Bereich
schwécher, das Feld fallt weniger ab als im ebenen Fall. Je ndher man der N-S-
Grenzfliche kommt, umso starker wird die Abschirmung. Dies kann sogar so weit
gehen, daf} der Effekt des “overscreening” grosser als im ebenen Fall ist.

4.3 Mei3ner-Effekt

Die Suszeptibilitdt der Normalleiterschicht erhdlt man aus der Losungen der Max-
well-Gleichung durch
| AR+d)— A(R+d)

V(T H) = = R T : (4.13)
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Abbildung 4.1: Stromdichte (linkes Bild) und Magnetfeld (rechtes Bild) in einer
“ebenen” Geometrie mit d = 20V (7.), R > d und K = 10 fiir verschiedene Tem-
peraturen.

0.03 1.0 —————
o5} -
L o002
- I
= = 00}
> © et —— T=0.01T,
MWoO01p o~ T=0.10 T,
= 051 -~ T=0.12T,
——- T=0.15T,
0.00 - -1.0 : : :
0 5 9 15 20 0 5 9 15 20
(r-R)/E(T,) (r-R)/&(T,)

Abbildung 4.2: Stromdichte (linkes Bild) und Magnetfeld (rechtes Bild) in einer
zylindrischen Geometrie mit d = R = 206V (7.) und K = 10 fiir verschiedene
Temperaturen.
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wobei A.(r) das Vektorpotential in Abwesenheit des Normalleiters ist. Im ebenen
Fall kann das Vektorpotential analytisch berechnet werden und fiir die Suszeptibi-
litat ergibt sich
Jn(T, H)d

"(T,H)=— . 4.14
In den néchsten beiden Unterabschnitten sollen zunachst die im Magnetfeld linearen
Suszeptibilititen sowohl im “ebenen” als auch im zylindrische Fall und die nichtli-
neare Suszeptibilitdt nur im “ebenen” Fall berechnet werden.

4.3.1 Schwaches Magnetfeld

Im “ebenen” Fall kann man (4.8) mit der Annahme e [ A(r)dr < 1 vereinfacht
werden. Diese Bedingung bedeutet, dafl das angelegte Feld so klein sein muf}, daf
H < ®q/d?* ist. In der semiklassischen Sprache der Elektrontrajektorien heifit das,
daf} der eingeschlossene Fluf} kleiner als ein FluBiquant ¢¢ sein muf}, die aufgenom-
mene Phase mufl weniger als 27 betragen. Fiir experimentell relevante Abmessungen
von d &~ lum ist dies bei Feldstarken von H =~ 20 erreicht. Die Stromdichte (4.8)
faktorisiert in der Form

JHTLH) = —ejo(T) /:+dA(r)dr, (4.15)
Js(T) = 4xeN(0)v,T i /()% df sin? O tan 6 (4.16)
u=0
A? (cosh (viiﬁi@) + 1)
[w# sinh (U;WC—‘(‘);J&) +Q (cosh (vj‘;—‘;ja) + 1) ]2'

Dieser Ausdruck fiir 5, kann nun numerisch berechnet werden kann. Mit der analy-
tischen Losung der Maxwell-Gleichung ergibt sich die Suszeptibilitat

—3ej,(T) d°

T 12+ 16mej,(T)d® (4.17)

X"(T)

Im Fall T"= 0 148t sich j; ndherungsweise analytisch berechnen. Es ergibt sich
2

(T =0) 8 ———.
Ji ) mled)\y

(4.18)
Fiir d > Ay reduziert sich dann (4.17) auf eine von den Abmessungen unabhangige
Suszeptibilitat
13
"T=0)=—-——-. 4.19
(T=0)= 13 (1.19)

Die Feldverdriangung wird also nie vollstandig, die Suszeptibilitat iberschreitet bei
keiner Temperatur 3/4 eines perfekten Diamagneten. Um zu verstehen, wie es zu
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diesem Wert kommt, kann man die magnetische Feldenergiedichte in der normallei-
tenden Schicht fiir einen linearen B-Feldverlauf

H? d x
Fo=o= [ =m(1 = 2)) 1.20
) NURETS) (1.20)
betrachten und diese beziiglich der Steigung m minimieren. Es ergibt sich
3
m=—.
2

Dies entspricht gerade dem durchgezogenen Feldverlauf in Abb. 4.1 (rechtes Bild)
und damit dem Wert (4.19) der Suszeptibilitat. Das Feld an der Grenzflache ist
—H /2 unabhangig von der Schichtdicke und die Suszeptibilitat erreicht nie den Wert
eines perfekten Diamagneten. Die Feldenergie kann auch durch stiarkere Abschir-
mung nicht mehr weiter verringert werden. Die Gesamtenergie (Feldenergie minus
Kondensationsenergie) wird durch die hohere Kondensationsenergie bei tiefen Tem-
peraturen nur weiter verringert und behalt weiterhin ihr Minimum bei m = 3/2.

In Abb. 4.3 sind die Suszeptibilitaten fiir verschieden dicke Normalleiterschichten
aufgetragen. Bei den dickeren Schichten tritt die Feldverdriangung erst bei tieferen
Temperaturen auf. Die dickste Schicht erreicht den Sattigungswert (4.19) bei 7' — 0,
da dann die Bedingung d > Ay erfiillt ist. In Abb. 4.4 sind die Suszeptibilititen
fiir verschiedene Materialkonstanten K aufgetragen. Die Temperatur, bei der die
Feldverdrangung einsetzt, hdngt nicht so stark von K ab und ist bestimmt durch
EN(T) > d. Dies unterstreicht die Rolle der thermischen Kohérenzlinge ¢V (T') als
charakteristische Lange bei endlichen Temperaturen. Die Kurve mit K = 1 erreicht
nicht mehr den Sattigungswert (4.19).

Im zylindrischen Fall muf} die Maxwell-Gleichung (4.12) numerisch gelost werden.
In Abb. 4.5 sind die Temperaturabhédngigkeiten der Suszeptibilitdten fiir verschie-
dene Verhéltnisse d/ R dargestellt. Bei einem Verhéltnis von 1/10 weicht der Verlauf
der Suszeptibilitdt nur wenig vom ebenen Fall ab. Sind R und d von der gleichen
GroBenordnung, so weicht der Verlauf der Suszeptibilitat deutlich von dem “ebenen”
Fall ab. Der Sattigungswert bei 7' — 0 ist bei d = R auf ca. 60% gegeniiber R > d
reduziert. Die Feldverdrangung wird immer schwéacher, wenn der Supraleiter im-
mer diinner wird, obwohl der Effekt des “overscreening” bei diinnen Proben immer

starker wird (siehe Abb. 4.2, rechtes Bild).
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Abbildung 4.3: Suszeptibilitat der Normalleiterschicht in Abhangigkeit der Schicht-
dicke d. In allen Kurven ist R > d und K = 1.
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Abbildung 4.4: Suszeptibilitat der Normalleiterschicht in Abhéngigkeit des Mate-
rialparameters K. In allen Kurven: R > d und d = 20N (T..).
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Abbildung 4.5: Suszeptibilitat der Normalleiterschicht in Abhangigkeit des Radius

des Supraleiters R. In allen Kurven ist d = 10¢¥(7T,) und K = 10.

4.3.2 Starkes Magnetfeld

In diesem Fall wird die volle Abhéngigkeit der Green-Funktion vom Vektorpotential
mitgenommen, jedoch wird nur der “ebene” Fall R >> d betrachtet. Die Annahme,
daB fiir die Aharonov-Bohm-Phase eff;"'d A(r)dr < 1 gilt, wird fallengelassen und
die Stromdichte (4.8) wird numerisch berechnet. Auch in diesem Fall ist die Strom-
dichte in der N-Schicht raumlich konstant und es ergibt sich die gleichen Verlaufe
des B-Feldes wie in Abb. 4.1 (rechtes Bild). Aus der Loésung der Maxwellgleichung
ergibt sich die Selbstkonsistenzgleichung

_ d? d3 _

fir A = [ A(R + z)dz. Da (4.8) fiir eA > 1 jedoch eine sehr stark oszillierende
Funktion ist, kann der selbstkonsistente Wert nicht mit hinreichender Genauigkeit
bestimmt werden. Mit Hilfe von (4.21) 148t sich aber die Suszeptibilitdt und das

Magnetfeld in Abhéngigkeit von A parametrisieren und so die Suszeptibilitit in
Abhéngigkeit vom Magnetfeld berechnen. Man findet

@ = -5 (1.22)
HA) = §Z+4m‘n@¥. (4.23)

In Abb. 4.6 ist die Suszeptibilitdt als Funktion vom angelegten Magnetfeld fiir
eine Normalleiterschichtdicke d = 206N (7.) und K = 10 bei verschiedenen Tem-
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Abbildung 4.6: Suszeptibilitat in Abhéngigkeit vom dufleren Feld bei verschiedenen
Temperaturen. In allen Kurven ist d = 206V (T.) und K = 10.

peraturen dargestellt. Bei T' = 0.027. gibt es einen groflen Feldbereich, in dem es
mehrere Losungen gibt. Bei einer Losung ist die Feldverdrangung maximal, wahrend
sie bei der anderen praktisch Null ist. Bei den hoheren Temperaturen wird dieser
Bereich immer kleiner, und bei T" = 0.17, ist der Bereich schliellich vollstandig
verschwunden.

Der Ast mit der negativen Steigung ist aus thermodynamischen Griinden instabil.
Die Suszeptibilitat springt bei einem bestimmten Magnetfeld von dem einen Ast auf
den anderen. Dieser Wert miiite durch eine Minimierung der Energie ermittelt
werden. Auf dem unteren Ast mufl magnetische Energie bezahlt werden, und es
wird Kondensationsenergie gewonnen. Das von Eilenberger angegebene Funktional
[3] fiir die freie Energiedifferenz zwischen normal- und supraleitendem Zustand liefert
fiir das gegebene System keine sinnvollen Ergebnisse und konnte deshalb nicht fiir
eine Abschatzung verwendet werden. Die Frage nach einem geeigneten Funktional
wurde in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt.

Unabhéngig davon kann man aber die Aussage machen, da, wenn das Ma-
gnetfeld schnell hoch- bzw. runtergefahren wird, ein “Uberhitzungs”- bzw. “Un-
terkiihlungs”-Effekt eintreten kann. Das System bleibt auf dem oberen oder unte-
ren Ast, obwohl der jeweils andere Ast energetisch giinstiger ist. Diese Effekte sind
experimentell auch beobachtet worden [8, 6].
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Kapitel 5

Meifiner-Effekt im schmutzigen
Grenzfall

In diesem Kapitel soll die Suszeptibilitat fiir die Geometrie aus Abb. 2.2 im Grenz-
fall R > d berechnet werden. Zunéachst werden die zu l6senden Gleichungen aufge-
stellt, dann in linearer Antwort numerisch gelost und die Suszeptibilitdten berechnet.
Im letzten Abschnitt wird die volle Magnetfeldabhangigkeit mitgenommen und die
nichtlineare Suszeptibilitdt berechnet.

5.1 Losung der Usadel-Gleichungen

In diesem Kapitel betrachten wir den Grenzfall kleiner freier Weglangen, wobei be-
achtet werden muf, dal diese Bedingung allgemein bedeutet 1/7,; >> alle anderen
Energieskalen sein mufl. In einem Normalleiter ist eine relevante Skala die Tem-
peratur, so daf} dort die Bedingung 7,7 < 1 lautet. Dies hat zur Folge, daB
dieser Grenzfall, wenn iiberhaupt Verunreinigungen vorhanden sind, immer bei tie-
fen Temperaturen erreicht wird. Die charakteristische Lange in diesem Fall ist die
schmutzige thermische Koharenzlange ¢Y(T) = (D/27T)~"/2.

Auch in diesem Fall wurde die symmetrische Eichung (4.1) und ein stufenférmiges
Paarpotential (4.2) gewahlt. Die Eilenberger-Gleichung geht {iber in die Usadel-
Gleichung (3.17), die im Fall R >> d die eindimensionale Form

2w, F,, (r) — 2AG,, (1) + 4D62A(T)2FWM(T‘)GWM(T‘> (5.1)
92 92
=D lGWM(T)a?FWM(T) — FWM(T)WGWM(T)
annimmt. Die Randbedingungen sind
A
F,,(R) = ———— und ngM(R +d) =0. (5.2)

T e
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Das Magnetfeld ist durch die Maxwell-Gleichung
52
——A(r) = 32x%¢*N(0)DT > F,, (r)*A(r) (5.3)

2
or o

mit den Randbedingungen

A(R) =0 und agA(R +d)=H (5.4)
r
bestimmt. Aus der Losung dieser Gleichung erhélt man die Suszeptibilitdt durch
-1 [A(R+d) — A(R)
= ( 74 —-1]. (5.5)

5.2 Schwaches Magnetfeld

In diesem Fall wird der Term mit A? in (5.1) vernachlassigt. Die Usadel-Gleichung
wird dann unabhingig vom Magnetfeld und das Gleichungssystem linear im Ma-
gnetfeld. Diese Bedingung ist dquivalent zu H < ®q/¢Y(T.)d.

Die Losung der Gleichungen erfolgt numerisch mit dem in Anhang B néher
beschriebenen Relaxationsverfahren [21]. Dazu fiihrt man dimensionslose Grofien
t = T/T, fiir die Temperatur und p = r/£Y(T.) fiir die Lange ein. Setzt man

Flu(r) = sin(a,(r)),

so ergeben sich die Gleichungen

d*a,(p .
TOul?) _ o+ 1) sin(a (o)
P

und

A _ (T,

= A(p), 5.6

= A (5:6)

wobei dadurch die (inverse) lokale Eindringtiefe

1 Ky iR
A(p)? = ¢N(T)? t;SIH (aulp)) (5.7)

definiert ist. Hierbeiist K; = 16me*N(0)D? eine dimensionslose Materialkonstante,
die sich mit Hilfe von An durch

12 (1.,\°
K, ==
H 772<)\N)

ausdriicken 1a8t. Die Werte fiir K sind stark von dem Verunreinigungsgrad abhén-
gig. Da Ay in normalen Metallen von der Ordnung ~ 1 — 100A ist, sind fiir K
Werte zwischen 1 und 1000 realistisch.
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Abbildung 5.1:
Lokale Eindringtiefe in der Normalleiterschicht fiir d = 506)(7.) und K, = 100.

In den Abbildungen 5.1-5.3 sind einige Loésungen fiir eine Schichtdicke d =
50 Y (T.) und Materialkonstante K; = 100 bei verschiedenen Temperaturen dar-
gestellt. In Abb. 5.1 ist die (vom Magnetfeld unabhangige) Eindringtiefe in der
Normalleiterschicht aufgetragen. Die zugehérigen Feldverlaufe und Stromdichten
sind in Abb. 5.2 bzw. Abb. 5.3 gezeigt, wobei die Stromdichte durch

1mj(r) = —— A(r) (5.9)

gegeben ist.
Bei allen Temperaturen hat die Eindringtiefe an der Grenze zum Supraleiter den

gleichen Wert von = 0.2} (7). Dies enspricht aufgrund der idealen Randbedingung
einem Supraleiter mit einem Ginzburg-Landau-Parameter von k£ &~ 0.2, was in einem
reinen Metall auch erreicht werden kann.

Bei der tiefsten Temperatur von 7' = 0.0017, hat die Eindringtiefe in der Nahe
der duBeren Grenzfliche einen konstanten Wert von = 560 (7.) und somit wird das
Feld exponentiell abgeschirmt. Auch die Stromdichte hat an der Grenzfliche zum
Vakuum den grofiten Wert und féllt dann in der Normalleiterschicht exponentiell
ab. Das Verhalten der Normalleiterschicht ist bei dieser Temperatur von der Art
eines Londonschen Supraleiters.

Bei T'= 0.017. ist die Feldverdrdngung nicht mehr so stark. Die Eindringtiefe an
der duBeren Grenzfliche ist sehr groff und nicht mehr konstant, das Feld fallt nahe-
rungsweise linear ab. Der groBte Teil des Abschirmstromes flieBt in einem mittleren
Bereich der Normalleiterschicht, und die Eindringtiefe geht stark zuriick. Das Feld
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Abbildung 5.2:

B-Feldverlauf in der Normalleiterschicht fiir d = 50£) (7%.) und K, = 100.

0.02 - ' '
| —— T=0.001T,
N T=0.01T,
/ \ -~~~ T=0.05T,
| — - T=03T,
|
|
JETIH oo b |
\ N
\ // \\
\/ |
)\ \
//\ \\
1o\ A
// \ \\
/ \ \\
// \ \\
// \ S ~
0.00 L— pre 0
0 10 20 N 30 40
(r-R)/E d(Tc)

Abbildung 5.3:

Stromdichte in der Normalleiterschicht fiir d = 50¢} (7%.) und K4 = 100
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Abbildung 5.4:
Suszeptibilitdt der Normalleiterschicht fiir verschiedene Schichtdicken als Funktion
von T'/T, (groBes Bild), bzw. als Funktion von (T/T.)~'/? (kleines Bild) . Parameter
(d/EV(T.), Kg) : — (50,100), - -- (20,100) und --- (10,100).

wird unterdriickt, bis es schliefilich auf Null abgefallen ist und dann konsequenter-
weiser auch kein Abschirmstrom mehr fliefit.

Bei noch héheren Temperaturen fliet der Abschirmstrom nur noch in der un-
mittelbaren N&he der Grenzfliche zum Supraleiter. Die lokale Eindringtiefe wird
auflerhalb dieses Bereiches sehr grof}, und das Feld wird praktisch nicht unterdriickt.

In Abb. 5.4 sind die Suszeptibilitaten fiir verschieden dicke Normalleiterschich-
ten und eine Materialkonstante K; = 100 in Abhangigkeit der Temperatur auf-
getragen. Im Gegensatz zum reinen Grenzfall erfolgt kein pldtzliches Einsetzen
der Feldverdrangung, sondern die Suszeptibilitdt hat schon bei hohen Temperatu-
ren einen endlichen Wert, der allméhlich grofler wird, bis schliellich bei sehr tiefen
Temperaturen ein Séttigungswert erreicht wird.

Diese Verhalten 1a8t sich im Bild der lokalen Eindringtiefe verstehen. Bei ho-
hen Temperaturen (allerdings nicht so hoch, daff der Abfall des Ordnungsparame-
ters im Supraleiter beachtet werden miifite) ist die Eindringtiefe in der Nahe der
N-S-Grenzflache sehr klein, dort kann also immer ein Abschirmstrom flieBen. Die
Suszeptibilitat ist also auch hier schon von Null verschieden. Auf der anderen Seite
ist bei tiefen Temperaturen die Eindringtiefe an der Grenzfliche zum Vakuum kon-
stant, aber endlich, so dafl das Feld immer ein wenig eindringt. Die Suszeptibilitét
erreicht demnach nie ganz —1/4x.

Im kleinen Bild in Abb. 5.4 sind die Suszeptibilitaten fiir die gleichen Parameter
wie im groBen Bild als Funktion von (T'/T.)~'/? dargestellt. Diese Auftragung wurde
in Anlehnung an einige Experimente gewéhlt. Auflerhalb des Séattigungsbereiches
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Abbildung 5.5:
Suszeptibilitdt der Normalleiterschicht fiir verschiedene Schichtdicken als Funktion
von T/T. (grofes Bild), bzw. als Funktion von (T/T.)~'/? (kleines Bild). Parameter
(d/EV(T.), Kq) : — (20,100), - -- (20,10) und --- (20,1).

ist die Suszeptibilitit proportional zu [(T/T.)"*/? — const.]. Dies unterstreicht die

Rolle der charakteristichen Linge ¢Y(T) = (D/2xT)/2.

In Abb. 5.5 ist die Suszeptibilitat fiir verschiedene Materialparameter als Funk-
tion der Temperatur aufgetragen. Man sieht deutlich, dafl der Sattigungswert bei
T = 0 stark von der Materialkonstanten abhdngt. Durch Vergleich mit Abb. 5.4
ergibt sich, daf§ er nur wenig von der Schichtdicke abhéngt. Dies liegt daran, dafl
hier anders als in einem echten Supraleiter die Eindringtiefe an der Grenzfliche zum
Vakuum mit zunehmender Schichtdicke gréfler wird. Die Suszeptibilitat einer end-
lich dicken Schicht ist jedoch &~ —(1 —\/d)/4x. In einem echten Supraleiter geht die
Suszeptibilitat gegen —1 /47, wenn der Supraleiter dicker wird. In dem Normalleiter
ist die Eindringtiefe proprtional zu d, so daf§ die Suszeptibilitdt unabhangig von der
Schichtdicke ist.

5.3 Starkes Magnetfeld

In diesem Abschnitt wird die Annahme, daf§ die Green-Funktion vom Magnetfeld
unabhéngig ist, fallengelassen. Es werden also starkere Felder angenommen, jedoch
nicht so stark, dafl das kritische Feld des Supraleiters erreicht wird. Daher ist
es gerechfertigt, die Unterdriickung der Paaramplitude im Supraleiter durch das
Magnetfeld zu vernachlassigen.

Das Problem wird zu einem Selbstkonsistenzproblem, das iterativ gelést wird.
Die Usadel-Gleichungen (5.1) in dimensionslosen Einheiten mit dem Magnetfeld
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a(p) = A(r) e Y (T.) lauten

d*a(p)

dp? = t(QN + 1) sin(aﬂ(p)) + a2(p) Sin(?ozﬂ(p)), (5.9)

wobei sin(a,(p)) = F,,(r) gesetzt wurde, und die gleichen dimensionslosen Einhei-
ten wie im letzten Abschnitt gewahlt wurden. Die Rolle der Selbstkonsistenzglei-
chung hat die Maxwell-Gleichung

d?a N(T.)?

dp(f) _ 6(3\2((p)) a(p), (5.10)
die hier die Form der London-Gleichung mit einer ortsabhangigen Eindringtiefe, defi-
niert durch (5.7), hat. Die Einheit des Vektorpotentials ist gegeben durch 1/e£Y (7).

Das entspricht einem dimensionslosen Magnetfeld b = da/dp = Br&Y (1.)? ) ®.
Die Iteration erfolgt, indem man zunédchst fiir ein gegebenes Magnetfeld die
Usadel-Gleichungen (5.9) lost, dann daraus die inverse Eindringtiefe gemaf (5.7)
berechnet und damit die Maxwell-Gleichung 16st. Dann beginnt man mit dem Ite-

rationszyklus von vorne. Dabei ist fiir das verwendete Relaxationsverfahren wesent-
lich, daf} eine maoglichst gute Schatzung vorgegeben wird [21]. Es stellt sich heraus,
daf} dieses Gleichungssystem fiir tiefe Temperaturen in einem bestimmten Magnet-
feldbereich mehrere Losungen besitzt, wie schon in [2] fiir den linearisierten Fall
gefunden wurde.

In Abb. 5.6 sind zwei solche Losungen dargestellt, die zum gleichen &ufleren Feld
H = ®y/26(T.)? gehoren. Bei der mit I bezeichneten Lésung sind Eindringtiefe
und Magnetfeld durchgezogen gezeichnet. Die Eindringtiefe ist praktisch nicht be-
einflufft vom Magnetfeld, inshbesondere ist sie an der dufleren Grenzflache so klein
und konstant, daBl das Feld dort exponentiell abgeschirmt wird. Bei der mit 77
bezeichneten Losung sind Eindringtiefe und Magnetfeld gestrichelt dargestellt. Die
Eindringtiefe ist in einem Teilbereich des Normalleiters sehr grofl, und es findet keine
Abschirmung statt, das Magnetfeld hat den Vakuumwert. Sobald die Eindringtiefe
kleiner wird, fallt das Magnetfeld ab. In dem Bereich, in dem das Magnetfeld dann
schlieBlich verschwunden ist, nimmt die Eindringtiefe dann ihren “ungestorten” Wert
an.

DaB es zwei Losungen gibt liegt daran, dafl zwei Energiebeitrage, ndmlich magne-
tische Feldenergie und Kondensationsenergie, miteinander konkurrieren. Bei Losung
I mufl weniger Feldenergie bezahlt werden, da das Feld nicht so stark verdrangt wird,
dafiir wird weniger Kondensationsenergie gewonnen, da die inverse Eindringtiefe,
die mit der Paaramplitude zusammenhéngt, unterdriickt ist. Dem steht bei Losung
IT die vollstindige Kondensationsenergie gegeniiber, die mit der zu bezahlenden
magnetischen Feldenergie konkurrieren mufi. Um zu entscheiden, welche Loésung
tatsdchlich die geringere Energie hat, miifite die freie Energie berechnet werden.
Die Frage nach einem geeigneten Freie-Energie-Funktional wurde hier nicht weiter
verfolgt.

Bei der numerischen Lésung ergeben sich Probleme, da es nicht vorhersehbar ist,
welche Losung durch diese einfache Iteration gefunden wird und ob die Iteration
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Abbildung 5.6: B-Feldverlauf in der Normalleiterschicht bzw. Verlauf der

inversen Eindringtiefe fiir Paramter T = 0.0057., H = ®/2() (T.)%, d =
166N (T.) und K, = 1200

iiberhaupt konvergiert. Aus diesem Grund wird ein anderes Iterationsverfahren ver-
wendet, bei dem mit veranderlichem Magnetfeld gearbeitet wird. Dieses Verfahren
ist im Anhang B.2 genauer beschrieben.

In Abb. 5.7 sind einige Ergebnisse dargestellt, die mit diesem Verfahren gewon-
nen wurden. Bei der tiefsten Temperatur ist der Bereich mit zwei Losungen am
grofiten. Beim Einschaltvorgang bleibt die Suszeptibilitdt auf ihrem Maximalwert
von fast 1 und springt dann auf etwa 0.5. Sie springt nicht gleich auf 0 zuriick, da die
Eindringtiefe immer kleiner wird, je ndher man der Grenzfliche kommt, und somit
das Feld immer noch aus einem grofilen Bereich verdrangt wird. Man kann sich ein
lokales kritisches Feld definieren, das zum Quadrat der inversen Eindringtiefe pro-
portional ist. Bei noch héheren Magnetfeldern dringt das Feld so weit ein, bis es die
Stelle erreicht, bei dem die Feldstéarke gerade dem lokalen kritischen Feld entspricht.
Beim Ausschaltvorgang steigt die Suszeptibilitdt langsam an und springt dann bei
einem wesentlich niedrigeren Wert des dufleren Feldes auf ihren Maximalwert. Der
Sprung ist jedoch kleiner als beim Finschaltvorgang. Bei héheren Temperaturen
wird der Bereich mit zwei Losungen kleiner. Der Sprung beim Ausschaltvorgang
bleibt bei tiefen Temperaturen praktisch unverdndert, wahrend der Sprung beim
Einschaltvorgang bei tieferen Temperaturen bei immer gréeren Feldstarken erfolgt.
Bei der hochsten Temperatur gibt es keinen Bereich mit zwei Losungen mehr, und
Ein- und Ausschaltvorgang liegen auf der gleichen Kurve.
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Abbildung 5.7: Suszeptibilitdt der Normalleiterschicht in Abhéngigkeit des angeleg-
ten Feldes H fiir verschiede Temperaturen. Schichtdicke d = 16¢Y(T.), Material-
konstante K; = 500. Die Pfeile zeigen die Richtung an, in der die jeweiligen Aste
durchlaufen wurden.
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Kapitel 6

Vergleich mit Experimenten und
Diskussion

6.1 MeiBBner-Effekt

Bis hier wurde die quasiklassische Theorie aut den Meifiner-Effekt angewendet. Jetzt
sollen die Ergebnisse mit einigen Experimenten verglichen werden. Dazu werden
zwei Groflen v und yq eingefithrt. « ist definiert {iber x(7') o< T~ fiir Temperaturen
oberhalb des Sattigungsbereiches (¢)(T) > d) und unterhalb von T,. Yo héngt
mit dem Sattigungswert der Suszeptibilitdt bei T = 0 geméaf yo = —4xx(T = 0)
zusammen. Yo = | entspricht also einem perfekten Diamagneten.

In den Experimenten wurden in verschiedenen Proben Werte fiir o zwischen
0.5 und 2.0 gefunden. In sehr schmutzigen Proben wurde der vorhergesagte (siehe
kleines Bild in Abb. 5.4) Exponent a = 0.5 gefunden [5]. In weiteren Experimen-
ten [7, 6] wurden teilweise deutlich hohere Werte fiir o gefunden. Diese Proben
sind durch Ausheilen wesentlich reiner (die freien Weglangen liegen im Bereich der
Schichtdicken) gemacht worden. Da jedoch noch ein algebraisches Verhalten gefun-
den wurde, sind diese Proben noch nicht im reinen Grenzfall, bei dem die Theorie
eine exponentielle Temperaturabhangigkeit vorhersagt. Die Proben mit den héheren
Werten von «a liegen vermutlich in dem Zwischenbereich zwischen schmutzigem und
reinem Grenzfall, der hier nicht untersucht wurde.

Daf} die meisten Proben im schmutzigen Fall sind bzw. die Verunreinigungen eine
wesentliche Rolle spielen, sieht man daran, daf} in allen Fallen eine fast vollstandige
Feldverdréangung erreicht wurde. Die gemessenen Werte von xq liegen bei 0.95-1.0,
die Feldverdrangung ist also praktisch vollstandig. Dies deckt sich mit den Voraussa-
gen der schmutzigen Theorie, und diese scheint damit auch im mittleren Verschmut-
zungsbereich noch giiltig zu sein. Die vorausgesagte Séattigung der Suszeptibilitét
bei 0.75 im “ebenen” reinen Grenzfall ist bisher nicht beobachtet worden.

In stéarkeren Magnetfeldern sagt die Theorie in beiden Grenzfillen ein hystereti-
sches Verhalten voraus, wobei die Suszeptibilitdt im reinen Fall mit zunehmendem
Feld bei einem bestimmten Wert von ihrem Séattigungswert bei tiefen Temperaturen
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auf 0 zuriickspringen sollte. Im schmutzigen Grenzfall springt die Suszeptibilitét
bei einem bestimmten Feld von ithrem Maximalwert auf ca. 0.5 dieses Wertes zuriick
und geht dann langsam auf 0 zuriick. In beiden Fallen ist die Hysterese stark tem-
peraturabhéngig. In den Experimenten wurde ein hysteretisches Verhalten gesehen.
Dabei wurde in sehr schmutzigen Proben ein allméhliches Zuriickgehen der Suszep-
tibilitdt mit starkerem Feld beobachtet, wie es die Theorie im schmutzigen Grenzfall
voraussagt. Bei weniger stark verunreinigten Proben wurde bei tiefen Temperatu-
ren ein plotzliches Zurtickgehen der Suszeptibilitat auf 0 als Funktion des angelegten
Feldes beobachtet. Diese Proben sind jedoch nicht im reinen Grenzfall, da dort die
Feldverdrangung fast vollstidndig ist.

Zusammenfassend 13t sich sagen, dafl die hier verwendete Theorie die Experi-
mente nur im schmutzigen Grenzfall ausreichend beschreibt. Dies ist darauf zuriick-
zufiihren, dafl meistens ein mittlerer Verschmutzungsgrad vorzuliegen scheint und
der elektrische Kontakt durch das Ausheilen verschlechtert wird, was zu einem end-
lichen Reflektionskoeffizienten fithrt [22]. Dieser kann auch durch unterschiedliche
Fermigeschwindigkeiten hervorgerufen werden. Diese Effekte wurden in der Theorie
nicht beriicksichtigt.

6.2 Die Tieftemperaturanomalie

Das unerwartete Verhalten, dafl bei sehr tiefen Temperaturen die Suseptibilitat wie-
der auf Null zuriickgeht, das von Mota et al. [9] gemessen wurde, konnte mit der
quasiklassischen Theorie nicht erklart werden. Die Suszeptibilitdt geht bei sehr tie-
fen Temperaturen in keinem der untersuchten Grenzfille wieder zuriick.

Obwohl im reinen Fall der Effekt des “overscreening” auftritt und das lokale
Feld an der N-S-Grenzfliche ein entgegengesetztes Vorzeichen wie das duflere Feld
hat, geht die Suszeptibilitat bei tiefen Temperaturen nicht zuriick. Auch die Hyste-
rese liefert keine Erklarung. Der Sprung in der Suszeptibilitédt erfolgt bei tieferen
Temperaturen bei immer hoheren Feldstarken.

Ein moégliche Erklarung waren Oberflicheneffekte, die ein paramagnetisches Sig-
nal geben konnten. Diese lassen sich mit den von Dingle in [23] angegebenen
Ausdriicken fiir 7' = 0 mit dem Landau-Diamagnetismus, der schon um einen Faktor
1072 kleiner als perfekter Diamagnetismus ist, vergleichen. Das Verhéltnis von dem
Oberflichenbeitrag M| zum Volumenbeitrag My zum magnetischen Moment eines

Hohlzylinder der Dicke d in einem Feld H ist gegebendurch

M e
My| 7 HYEA

Fiir typische experimentelle Werte von d =~ 1g und H =~ 1mG und einen Fermi-
Wellenvektor kp = A7 ergibt M) =~ 107" My . Dieser Beitrag ist also verschwindend
gering.

Eine weitere Moglichkeit wire, dafl sogenannte mesoskopische Dauerstrome (sie-
he z.B. [24, 25]) fiir dieses Verhalten verantwortlich sind. Um eine Abschatzung der
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Grofle im Vergleich zu supraleitenden diamagnetischen Dauerstromen zu bekommen,
betrachten wir die lineare magnetische Antwort eines normalleitenden Ringes auf
einen angelegten Flufl. Der Strom ist im Fall eines diffusiven Ringes mit [, < L,
wobei I der Umfang des Ringes ist, gegeben durch [24]

e £.®

I~
Dy

Hierbei ist E. = D/L? die Thouless-Energie und ® der von auBen angelegte Fluss.
Der induzierte Flufl ®; ist, bis auf logarithmische Korrekturen, I L. Die magnetische
Antwort ist damit

(I)Z' eECL "y VF E

— = Xo = ~

® ® e L’

wobei a = 1/137 die Feinstrukturkonstante ist. Fiir typische experimentelle Werte
von [/ = 1/100 ist dieser Wert um 6 GroBenordnungen kleiner als im supraleitenden
Fall, wo x¢ von der Ordnung 1 ist.

Méglicherweise beeinflussen diese Dauerstrome trotz allem die supraleitenden
Eigenschaften der normalleitenden Schicht. Da sowohl Supraleitung als auch die
mesoskopischen Dauerstrome eng mit der phasenkohédrenten Bewegung der Elektro-
nen zusammenhangen, wire denkbar, dafl sich die Effekte gegenseitig beeinflussen.
Die konventionelle quasiklassische Theorie ist in jedem Fall nicht ausreichend, um die
Dauerstrome zu beschreiben. Die Ursache ist, dal bei der quasiklassischen Theorie
durch Integration iiber die Energie Informationen iiber das System verloren gegan-
gen sind, die fiir die mesoskopischen Dauerstrome bendtigt werden. Dies kann mit
der Methode von Ashida et al. [14] gezeigt werden. Die Normierungsbedingung
enthéalt dort einen Phasenfaktor, der Informationen iiber die genauen Abmessungen
des Systems enthélt. Vernachldssigt man diese Information, so erhédlt man die kon-
ventionelle quasiklassischen Green-Funktionen und dafiir keine Dauerstréme mehr.

Ob solche Effekte ausreichen, um die Suszeptibilitat bei tiefen Temperaturen voll-
standig zum Verschwinden zu bringen, miifite eine genauere Untersuchung zeigen.
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Kapitel 7

Zustandsdichten im
Proximitysystem

In diesem Kapitel soll der Frage nachgegangen werden, wie sich die Zustandsdichte
in der Nahe einer N-S-Grenzflache verhélt. Hierbei soll speziell auf den schmutzigen
Grenzfall eingegangen werden, da dieser in einem Experiment untersucht werden
soll [10]. Dazu wird die Methode der Realzeit-Green-Funktionen verwendet.

7.1 Green-Funktionen in Realzeit

Um die Zustandsdichte zu berechnen, benétigt man die retardierte Realzeit-Green-
Funktion G§(7), die aus der Imaginérzeit-Green-Funktion G,,, () durch analytische
Fortsetzung w, — —1 £ +0 gewonnen werden kann. Da die Lésung numerisch erfolgt,
ist es jedoch einfacher die Bewegungsgleichung als die Green-Funktion analytisch
fortzusetzen. Es wird also die analytisch fortgesetzte Usadel-Gleichung verwendet
werden. Die so gewonnene Gleichung stimmt mit der im Keldysh-Formalismus er-
haltenen im Grenzfall T = 0 iberein [26]. Addiert man noch eine inelastische
Streurate I';,, um die Singularitdten der Green-Funktionen in die komplexe Ebene
zu verschieben, und eine paarbrechende Streurate I's, um mogliche magnetische Ver-
unreinigungen einzubeziehen, so ergibt sich

LD (GE(r) V2 Ff(r) — F(r) VG(r) = (71)
(=iE +Tin) Fg(r) = A(r) G(r) + 2T, G (r) Fg(r).

, , 1 1
GR(r) = /1 = |FE(r)|2 T, = Iy, =
5(T) |Fg ()] 27 97

Diese Gleichungen werden ergianzt durch die Selbstkonsistenzgleichung (bei T=0)

A(r)=A(r) [ dE Im FE(r). (7.2)

0
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Hierbei ist A die ortsabhangige Paarwechselwirkung und w, eine Abschneide-Energie
von der Ordnung der Debye-Energie. In normalleitenden Bereichen ist A(r) = 0 und
damit die Selbstkonsistenzgleichung mit A = 0 automatisch erfiillt.

In Supraleitern betrachtet man zunachst den BCS-Grenzfall

F(E) = AJ(A? — E)'/2, (7.3)
Damit ergibt sich die Identitat

C
— «“ (.4
1 = Aarcosh < ) , (7.4)

mit deren Hilfe man die Kopplungskonstante aus Gl. (7.2) eliminieren kann. Mit A
wird im folgenden das BCS-Gap bezeichnet. Die endgiiltige Form der Selbstkonsi-
stenzgleichung im supraleitenden Teil ist dann

We R
A(r) = b dE ImFE(T).
arcosh (ﬂ)

(7.5)

Im folgenden soll ein N-S-Doppelschichtsystem, das in der y-z-Ebene transla-
tionsinvariant ist, betrachtet werden, wobei die supraleitende Schicht im Bereich
—L, < z <0 und die normalleitende Schicht im Bereich 0 < z < L, ist. Dann
ist Gl. (7.1) eindimensional. Die Randbedingungen fiir dieses System sind dann
gegeben durch

3]

%Fg(fﬂﬂx:—m =0 (7.6)
J

%Fg(xﬂx:% = 0

FEO+) = FF0-).

Die Selbstkonsistenzgleichung fiir dieses Problem lautet dann

S edE ImFg(:g).

Alz) = 8(=2) arcosh (ﬂ)

(7.7)

Die Gleichungen wurden numerisch gelst, d.h. es wurde zunéchst das selbstkon-
sistente Paarpotential bestimmt, und damit die Zustandsdichten berechnet. Da
Energien in Einheiten von A gemessen werden, ergibt sich als Lingenskala ¢ =

(D/2A)2,
7.2 Selbstkonsistentes Paarpotential

In Abb. 7.1 sind einige Ergebnisse der selbstkonsistenten Rechnung fiir verschiedene
Schichtdicken im Bereich 1 — 10£7 dargestellt. Die x-Koordinate des Bildes ist auf
die Supraleiterschichtdicke normiert.
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Abbildung 7.1: Selbstkonsistentes Paarpotential in einer diinnen supraleitenden
Schicht. Die x-Koordinate ist normiert auf die Schichtdicke. In
allen Kurven wurde die Normalleiterschicht so dick gewéhlt, daf

sie als unendlich grofi angenommen werden kann.

Bei der dicksten Schicht mit Ly = 10 ist eine deutliche Ortsabhéngigkeit zu sehen.
Die Paaramplitude fallt an der Grenzflache exponentiell auf ca 50% ihres “bulk”-
Wertes ab, und die Paaramplitude fiir + < —5¢; unterscheidet sich praktisch nicht
von einer unendlich dicken Supraleiterschicht. Bei L, = 5 macht sich dagegen schon
die endliche Schichtdicke bemerkbar. Die Paaramplitude erreicht an keiner Stelle
ihren “bulk”-Wert, sondern bleibt selbst bei x = — L, leicht darunter.

Bei diinneren Schichten geht der Absolutwert des Paarpotentials weiter zuriick.
Bei einer Schichtdicke von L, = 2¢7 ist das Paarpotential bei z = —2¢7 auf ca. 70%
des “bulk”-Wertes (im Vergleich zu ca. 90% im Falle eines unendlich ausgedehnten
Supraleiters) zuriickgegangen, wiahrend es an der Grenze zum Normalleiter nur noch

ca. 40% des “bulk”-Wertes (im Vergleich zu 50%) betragt.

Auch die Ortsabhéngigkeit verschwindet allméhlich und das Paarpotential wird
bei Schichtdicke unterhalb von L, ~ 1.2¢3 quasi konstant in der gesamten Supraleit-
erschicht, wie man es erwartet, wenn die Abmessung des Supraleiters in den Bereich
der Kohérenzlange kommen.
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Was passiert, wenn man die Schicht- i |
dicke weiter verringert, ist in Abb. 7.2
. . - 0.8 I -
gezeigt. Hier ist der durchschnittliche I o5
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blems mehr méglich. Die supraleitende LS
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tung mehr moéglich. Dies wurde auch ner diinnen supraleitenden Schichten in
in [1] gefunden. Abhéangigkeit der Schichtdicke in Kon-
takt mit einem unendlich ausgedehnten

Normalleiter.

7.3 Zustandsdichten

Aus den selbstkonsistenten Losungen lassen sich geméaf

N(E,z) R
———— = Rel
JV(O) € E(‘r)7
die ortsabhangigen Zustandsdichten berechnen. Dabei ist N(0) die Zustandsdichte
an der Fermikante.

7.3.1 Zustandsdichten in unendlichen Systemen

Zuniachst soll ein ausgedehntes System betrachtet werden. Dazu wéhlt man fir die
Abmessungen L, = L, = 20£3. Im folgenden wurde in allen Fillen eine inelastische
Streurate I';, = 1072A im Supraleiter gewihlt. Dies hat auf die Zustandsdichten in
der Ndhe der Grenzfliche praktisch keinen Einflul, hat aber fiir die Numerik den
Vorteil, dafl die Singularitaten der Green-Funktionen von der reellen Achse in die
komplexe Ebene verschoben werden.

In Abb. 7.3 sind die lokalen Zustandsdichten im Supraleiter in verschiedenen
Entfernungen von der Grenzfliche dargestellt. Tief im Supraleiter hat die Zustands-
dichte ihren “bulk”-Wert. Hier macht sich der Einflul der inelastischen Streurate
am deutlichsten bemerkbar. Der Peak bei £ = A ist ein bifichen verschmiert.

Bei einer Entfernung von 2¢7 von der Grenzfliche ist der Peak bei £ = A
stark geschrumpft und es sind Zustdnde unterhalb von A vorhanden. Selbst bei
E = 0 ist die Zustandsdichte schon endlich. Die Lage des Peaks ist auflerdem zu
einer niedrigeren Energie verschoben. Dies 1a8t sich durch den kleineren Wert des
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Abbildung 7.3: Zustandsdichten im unendlich ausgedehnten N-S-System auf der su-

praleitenden Seite der Grenzfliche fiir T';, = 1073A im Supraleiter
und I'y = 0.

selbstkonsistenten Paarpotentials, der bei x = 2£5 nur noch 90% des “bulk”-Wertes
betragt, erklaren.

Dieser Trend setzt sich fort, wenn man sich der Grenzfliche weiter nahert. Die
Hohe des Peaks nimmt weiter ab. Die Lage des Peaks verschiebt sich ebenso wie
das selbstkonsistent Paarpotential zu immer kleineren Energien. Dariiber hinaus
sind immer mehr Zustdnde unterhalb des Gaps vorhanden. Dieses 1a8t sich verste-
hen, indem man Lésungen der Boguliubov-de Gennes-Gleichungen fiir das gegebene
System im reinen Fall betrachtet [27]. Diese zerfallen in einem Supraleiter expo-
nentiell auf einer Linge, die proportional (A? — E2)1/2/A ist. Ubertragt man dies
auf den schmutzigen Grenzfall, so ist diese Lange gegeben durch £5(A? — E2)Y/2/A.
Im selbstkonsistenten Fall ist die Lage komplizierter, da das Paarpotential orts-
abhéngig ist, jedoch miifite qualitativ das gleiche gelten. Mit dieser Lange 143t sich
die Energieabhédngigkeit der Zustandsdichte unterhalb des Gaps verstehen, insbe-
sondere, dafl bei jeder Entfernung von der Grenzfliche mit zunehmender Energie
auch mehr Zustdnde vorhanden sind.

In Abb. 7.4 und Abb. 7.5 sind die Zustandsdichten auf der normalleitenden Seite
einmal mit I's = 0 und einmal mit I'y = 0.1A dargestellt (jeweils nur auf der
normalleitenden Seite). Die inelastische Streurate ist in beiden Fallen gleich null.

Zunéchst zum Fall ohne paarbrechende Streuung. Hier sieht man, dafl der Peak
weiterhin vorhanden ist, wenn auch weit weniger ausgepragt als im Supraleiter.
Auch der Trend, daf} der Peak zu niedrigeren Energien wandert und immer breiter
wird, ist weiterhin vorhanden. Die Zustandsdichte an der Fermi-Energie bleibt stark
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Abbildung 7.4: Zustandsdichten im N-S-System auf der normalleitenden Seite der
Grenzfliche fiir T'y = 0 und eine inelastische Rate T';, = 1072A im

Supraleiter.

unterdriickt. Die Ursache hierfiir ist der fehlende koharenzbrechende Streumecha-
nismus. In Abb. 7.5 sieht man, daf} ein inelastischer Streumechanismus dazu fiihrt,
daf} die Zustandsdichte bei F = 0 wesentlich schneller ihren “bulk”-Wert erreicht.

Erstaunlich ist, dal in der N&he der Grenzfliche bei £ = A immer noch ein
Knick in der Zustandsdichte vorhanden ist. Ein mégliche Ursache dafiir ist, dal ein
grofler Unterschied zwischen Zusténden oberhalb des Gaps und unterhalb des Gaps
besteht. Die Zustdnde oberhalb sind ausgedehnte Zustidnde, die den gesamten Raum
ausfiillen konnen. Die Zustande unterhalb des Gaps sind hauptsachlich (wenn man
das gesamte System betrachtet) im normalleitenden Teil konzentriert. Die Verhalt-
nisse sind analog zum Fall eins diagonalen Potentials. Die gebundenen Zustédnde
haben ein diskretes Spektrum, die freien ein kontinuierliches. Somit kann sich auch
die Zustandsdichte oberhalb und unterhalb des Gaps unterschiedlich verhalten, was
den Knick verursacht.

46



156 ——m—————————————

N(E)/N(0)
i x=0
05 E : R i
i - x=1.0 &°,
—-— x=1.0 &%,
——- x=5.0 &%,
00 i i i i 1 i i i i I i i i i 1 i i i i
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

E/A

Abbildung 7.5: Zustandsdichten im N-S-System auf der normalleitenden Seite der
Grenzflache fiir eine Spinfliprate I'y = 0.05A im Normalleiter und
eine inelastische Rate I';, = 107®A im Supraleiter.

7.3.2 Zustandsdichten in endlichen Systemen

In endlichen Systemen erwartet man im Vergleich zu unendlich ausgedehnten Syste-
men deutliche Unterschiede in der Zustandsdichte aufgrund der zuséatzlichen Rand-
bedingungen.

In Abb. 7.6 und Abb. 7.7 sind die lokalen Zustandsdichten fiir zwei diinne nor-
malleitende Schichten mit den Dicken L,, = 1£3 bzw. L, = 2£5 gezeigt. Beide haben
sowohl im normalleitenden als auch im supraleitenden Bereich ein Gap, das nicht
mit dem supraleitenden Gap zusammenfillt. Die Gréle des Gaps ist umgekehrt
proportional zur Schichtdicke.

Dieses etwas iiberraschende Ergebnis wurde auch schon von McMillan [28] mit
einem Tunnel-Modell unter der Annahme eines hohen Reflexionskoeffizienten gefun-
den. Im reinen Fall ist die Energie des untersten Andreev-Levels gegeben durch
E = wv, /AL, = ©/2t,, wobei t, die Zeit ist, die ein Elektron braucht, um die
N-Schicht zu durchqueren, also die Zeit zwischen zwei Andreev-Reflexionen. Da v
auch Null sein kann gibt es kein Gap in der Zustandsdichte. Im schmutzigen Fall
ist es jedoch so, daf} aufgrund der diffusiven Bewegung alle Zustande nach einer be-
stimmten Zeit auf den Supraleiter treffen und Andreev-reflektiert werden. Es gibt
also eine obere Schranke fiir ¢,,. Dies fiihrt zusammen mit der Beziehung fir die
Andreev-Energien zu einem endlichen Gap in der Zustandsdichte.
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Abbildung 7.6: Zustandsdichten in einer diinnen normalleitenden Schicht der Dicke
L,, = &7 auf einem unendlichen Supraleiter an verschiedenen Stellen
sowohl im Normalleiter als auch im Supraleiter. Die paarbrechende
Streurate ist Null.
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Abbildung 7.7: Zustandsdichte in einer diinnen normalleitenden Schicht der Dicke

L, = 2¢3 auf einem unendlichen Supraleiter an verschiedenen Stel-

len sowohl im Normalleiter als auch im Supraleiter. Die paarbre-
chende Streurate ist Null.
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Kapitel 8

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde der Proximity-Effekt in endlichen N-S-Geometrien mit der
Methode der quasiklassischen Green-Funktionen untersucht. Im reinen Grenzfall
lgg > & wurden die Eilenberger-Gleichungen fiir eine zylindrische Geometrie ana-
lytisch gelost und damit der induzierte Meifiner-Effekt berechnet. Im schmutzigen
Grenzfall I,; < £7 wurden die Usadel-Gleichungen numerisch gelost. Damit wurde
einerseits der induzierte Meifiner-Effekt bei endlichen Temperaturen und anderer-
seits die ortsabhéngige Zustandsdichte bei T' = 0 berechnet.

Der Meifiner-Effekt unterscheidet sich im reinen und im schmutzigen Fall sehr
stark. Im reinen Fall wurde ein nichtlokaler Strom-Vektorpotential-Zusammenhang
von der Form gefunden, dafl die Stromdichte in der N-Schicht von dem Integral des
Vektorpotentials iiber die gesamte N-Schicht abhéngt. Dies wurde mit einer Ver-
schiebung der Andreev-Levels erklart. Eine Konsequenz davon ist, dafl die Strom-
dichte in der gesamten Normalleiterschicht fiir R > d konstant ist. Dies kann zu
einer Vorzeichenumkehr des magnetischen Feldes in einem Teil der N-Schicht fithren.
Der Betrag des Feldes an der N-S-Grenzflache kann halb so groff wie das duflere Feld
bei entgegengesetztem Vorzeichen werden. In einer zylindrischen Geometrie hangt
der Strom vom Ort ab. Auch hier ist das Phdnomen “overscreening” gefunden wor-
den. Der Betrag des “oversreen”-Feldes an der N-S-Grenzfliche kann sogar grofer
als im ebenen Fall werden.

Die Temperaturabhangigkeit der Suszeptibilitat der Normalleiterschicht ist expo-
nentiell. Bei tiefen Temperaturen findet aufgrund des nichtlokalen Strom-Vektorpo-
tential-Zusammenhangs keine vollstindige Feldverdrangung statt. Die Suszeptibi-
litdt der Normalleiterschicht unterschreitet 3/4 der vollstandgigen Feldverdrangung
nicht. Dieser Séattigungswert ist fiir R > d unabhingig von der Schichtdicke. In
hoheren Magnetfeldern wurde eine sprunghafte Anderung der Suszeptibilitit bei
tiefen Temperaturen gefunden. Bei einer bestimmten Feldstarke springt die Sus-
zeptibilitat mit zunehmendem Feld von ihrem Sattigungswert auf Null zuriick. An
diesem Ubergang miiBte ein hysteretisches Verhalten zu beobachten sein.

Experimente, die an sehr reinen Proben durchgefiihrt wurden, kénnen nicht
durch die Theorie im reinen Granzfall erklart werden. Die Ursache dafiir kann
sein, dafl in den Experimenten ein hoher Reflexionskoeffizient vorliegt, der in der
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Theorie nicht beriicksichtigt wurde, oder eine geringe aber endliche Konzentration
an Verunreinigungen vorhanden ist, die die Giiltigkeit des reinen Grenzfalles bei
sehr tiefen Temperaturen in Frage stellt. Auf der anderen Seite ist die sprunghafte
Anderung der Suszeptibilitit bei hoheren Feldstirken gemessen worden, wie sie im
reinen Grenzfall vorhergesagt wird.

Im schmutzigen Grenzfall ist die Feldverdrangung von ganz anderer Natur. Der
Strom-Vektorpotential-Zusammenhang ist lokal mit einer ortsabhéngigen Eindring-
tiefe A(r). Das Feld dringt ein, bis die lokale Eindringtiefe so klein wird, daf eine
exponentielle Abschirmung erfolgt. Die Feldverdrangung erreicht bei tiefen Tempe-
raturen somit fast ihren Maximalwert —1 /4, bis auf den kleinen Teil, der an der N-
Vakuum-Grenzflache eindringt. Bei héheren Temperaturen geht die Suszeptibilitat
langsam auf 0 zuriick. Die Temperaturabhidngigkeit im mittleren Temperaturbe-
reich D/d* < T < T, ist gegeben durch x o [(T/T,)~'/? — const.]. Dieses Verhalten
wurde in sehr schmutzigen Proben gemessen.

In héheren Feldern zeigt die Suszeptibilitat auch in diesem Fall ein unstetiges
Verhalten. Der Sprung ist jedoch nicht so grofl wie im reinen Fall. Der gemessene
Sattigungswert bei tiefen Temperaturen stimmt mit den im schmutzigen Grenzfall
berechneten iiberein, wie auch die Magnetfeldabhangigkeit.

Zusammenfassend 1a8t sich sagen, dafl die Theorie im schmutzigen Grenzfall gut
mit den experimentellen Daten fiir sehr schmutzige Proben iibereinstimmt. Die
Theorie im reinen Grenzfall konnte bisher nicht experimentell bestatigt werden.
Dazu miiiten noch reinere Proben bzw. diinnere Schichten benutzt werden. Um
die jetzigen Ergebnisse quantitativ theoretisch vorherzusagen, miifite der Bereich
zwischen den beiden Grenztéllen ergriindet werden und ein endlicher Reflexionsko-
effizient beriicksichtigt werden.

Im zweiten Teil dieser Arbeit wurde das selbstkonsistente Paarpotential bei
T = 0 und die ortsabhéngige Zustandsdichte in N-S-Systemen berechnet. Es wurde
in unendlich ausgedehnten Systemen eine Unterdriickung des Paarpotentials an der
Grenzfliche auf die Hélfte des “bulk”-Wertes gefunden. Unterhalb einer kritischen
Supraleiter-Schichtdicke von a2 0.95(D/2A)Y? war in Systemen mit einem unend-
lich dicken Normalleiter keine Losung des Selbstkonsistenzproblems und damit keine
Supraleitung mehr moglich.

Die Zustandsdichte im Proximity-System zeigt einige interessante Eigenschaften.
Auf der supraleitenden Seite wird der Peak bei £ = A stark unterdriickt, und es
sind viele Zustdnde mit Energien F < A vorhanden. Auf der normalleitenden Seite
bleibt eine Peak-artige Struktur bis zu Entfernungen von 5(D/2A)'Y? vorhanden.
Die Zustandsdichte bei kleinen Energien im Normalleiter ist in Abwesenheit von
paarbrechender Streuung stark unterdriickt. Paramagnetische Storstellen auf der
normalleitenden Seite schwéchen den Proximity-Effekt ab. In diinnen normalleiten-
den Schichten findet sich in der Zustandsdichte ein Minigap, das mit zunehmender
Schichtdicke immer kleiner wird.
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Anhang A

Berechnung der
Meif3ner-Stromdichte im reinen

Grenzfall

A.1 Lo6sung der Eilenberger-Gleichungen

Hier soll die Eilenberger-Gleichung
—0:8§,(r,vp) = [ (w+ iev, A(r))ms + A(r) , §u(r,vp)] (A.1)

fiir die zylindrische Geometrie, die in Kapitel 2 angegeben ist, gelost werden. Dabei

wird so vorgegangen, dafl zunéchst die Gleichung fiir den ebenen Fall gelost wird.

Dieses Ergebnis kann dann leicht auf den zylindrischen Fall verallgemeinert werden.
Die Randbedingungen sind

QZ(R—O,’UF) :gz(R-I_OJ’UF) (AZ)
an der N-S-Grenzflache (keine Reflexion),

QZ(R‘I‘d,’UL,’U”) :f]Z(R-I-d,—’UJ_,’U”) (AS)
an der Grenzflaiche zum Vakuum (spiegelnde Reflexion) und

. 1w A

gﬁﬁ<A _w) (A4)

mit Q =A% 4 w? tief im Supraleiter.
Im ebenen Fall ist die Gleichung effektiv 1-dimensional
—Vpp0:9(, Vpy, Vpy) = [ (w + tev, A(z))Ts + A(x) s Gu(ry VEe, VEy) ] (A.5)

Die allgemeine Losung ist eine Superposition der homogenen Lésung ¢, und einer
ansteigenden und einer abfallenden Losung g4 bzw. ¢g—. Im Normalleiter (R < z <

R + d) hat sie die Form

) )  x(z—R)  —x(z—R)
g(z)" = Aogy + Ay gie +A g e ,

ol



2

x(z) = d T+ ZLe A(R + z') da’
|'UFx| |UFx|

und

fl}? = T3

o 1

To= E(Tl —isign(vpy) m2)

o 1

gt = ) (71 + esign(vp,) 7))

ist. Im Supraleiter dagegen 148t sich die allgemeine Lésung schreiben als

20(e=R) _29(==R)
§(r)* = Bogi + Bygie "™ +B_gre el (A6)
wobel
o= GlemntAn)
it = 5q(Am—wn+iQsig(vr) )
iL = g (Am—wn —iQsign(vr) )

ist. Hierbei wurde im Supraleiter das Magnetfeld vernachléssigt, da die magnetische
Eindringtiefe viel kleiner als die Koharenzlange ist.

Die Koeffizienten Ag, By, A4/— und By ,_ héngen nicht mehr von z und vom
Vorzeichen von vp, ab. Sie erfiillen die Normierungsbedingungen

Ag + A+A_ = 1 und Bg —|— B+B_ = 1

Die Koeffizienten ergeben sich nun aus den Randbedingungen. Mit den Randbedin-
gungen tief im Supraleiter findet man

B_=0und By =1,

wahrend aus den Randbedingungen bei @ = R 4 d im Normalleiter

A, ex(d):A_ e—x(d)EA

folgt. Die letzten beiden freien Koeffizienten sind aus der Anschluibedingung bei
r=~R

w A
Ao = Q+B+ZQ

A cosh( x(d)) = A _p
costtix Y] +29
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und der Normierungsbedingung im Normalleiter zu bestimmen. Die vollstandigen
Losungen in Normal- und Supraleiter lauten dann

A = Q4+ wcoth( x(d))
7 w4 Qcoth(x(d))
4 = A
~ wsinh( x(d)) + Q cosh( x(d))
B - 2A
T LW+ Qeoth(x(d))

A.2 Meifiner-Stromdichte im zylindrischen Fall

Zur Berechnung des Meifiner-Stromes in der Normalleiterschicht bendtigen wir die
3-Komponente der Green-Funktion, die hier durch Ag gegeben ist. Diese ist von
den Koordinaten unabhéngig und 1a8t sich leicht auf den zylindrischen Fall verall-
gemeinern. Schreibt man

0 =2 [ e A (A7)

‘UFI| |UFI|
so sieht man, dafl dieses in der von der Geometrie unabhingigen Weise

(D) = “HL z'e/LA(a:)dw (A.8)

Vg

fiir eine bestimmte Trajektorie L geschrieben werden kann. Hierbei bezeichnet Ly
die Lange der betrachteten Trajektorie und das Integral ist das Linienintegral entlang
derselben.

Fiir die p-Komponente der Stromdichte ergibt sich dann

Jn(r) = —ieN(0)T Z < vppAg > (). (A.9)

w>0

Die Parametrisierung der Mittelung iiber die Fermiflaiche geht auf eine Idee von
Nazarov zuriick [20]. Sie wird so gewéahlt, daf die Bahnen, die den Supraleiter nicht
treffen und somit nicht zum Strom beitragen, leicht ausgeschlossen werden kénnen.
Anstatt der tiblichen Winkelmittelung

dQ,, _/1 dcos 2’T@

A.10
I (A.10)

0o 27

wéahlt man mit p = rsin ¢ die ortsabhédngige Parametrisierung

r dpp /1 dcos@
/—7" ry/r? — p? ( )
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A(r)

o

Abbildung A.1: Parametrisierung der Mittelung iiber die Fermifliche nach Nazarov

[20]

P R

wobei die Bedeutung von p in Abb. A.1 deutlich gemacht ist. Daran sieht man, daf
die Trajektorien, die zum Strom beitragen durch |p| < R gekennzeichnet sind. Die
Lange einer solchen Trajektorie ist dann

(R+df = V=7

| sin 0]

L(p,0) = (A.12)

Das Linienintegral iiber das Vektorpotential ist in dieser Parametrisierung

R+d
P . .
A d:2/ dr'A(r") — 0. A.13
[ Az =2 [ dr'aw) o sign (A.13)

Setzt man alles in die Stromdichte A.9 ein, so ergibt sich

(1) = 4eN(0), TZ/Rd /’T/Zdaﬂ (A.14)
Jnkr) = e vr 250 /o P 0 2rry/r? — p? o

y A?sin ¢ ( cosh @ + cos ¢)
(wsinh® + Q (cosh @ + cos ¢ ) ) + w?sin? ¢

_ 2wl(p,0)

i)
vsubl’

' Rtd P
¢) = 4e /R dr A(T‘ )\/r’?j—p?
Im Grenzfall kleiner Magnetfelder ist die Stromdichte durch den linearisierten Aus-

druck
0 p? sin? 6

] ) R /2

w>0

y A%(cosh® + 1) /R+dd , A
P —
((.usinh(I)—I—Q(coshCI)—I—1))2 2

R 2 —p

gegeben
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Anhang B

Numerik

B.1 Relaxationsverfahren

Die Usadel-Gleichungen in dimensionslosen Einheiten fiir eine Matsubara-Frequenz

w, =7T/T. (2p + 1)

d*a,(z T : N
#E) =7 (2u + 1) sin(a,(z)) + A*(z) sin(2a,(z)) (B.1)
mit den Randbedingungen
da,(d) (A .
= 0 und a,(0) = arcsin \/ﬁ (B.2)

stellen ein nichtlineares Randwertproblem 2. Ordnung dar. Die Losung kann also
nicht durch eine einfache numerische Integration gewonnen werden, bei der aus der
DGL ein Entwicklungsoperator gebildet und die DGL von einem Rand ausgehend
integriert wird. Hierbei miifiten die beiden Randbedingungen an der gleichen Seite
bekannt sein.

Eine weiter Methode wére das sogenannte “Schieflen”, bei dem die fehlende
Randbedingung an einer Seite geraten wird, und dann von dieser Seite ausgehend
mit dem Entwicklungsoperator integriert wird. Da die Usadel-Gleichungen nichtli-
near sind, kann diese Methode hier nicht angwendet werden. Die Lésungen sehen
schon bei geringsten Abweichungen von der wahren Randbedingung vollkommen
anders aus.

Aus diesen Griinden wurde das sogenannte Relaxationsverfahren aus “Numeri-
cal Recipes in C” (Kapitel 17.3) [21] verwendet. Das Prinzip besteht darin aus der
Diffentialgleichung mit Randbedingungen eine Differenzengleichung zu machen und
das entstehende Matrixproblem mit einem geeigneten Verfahren iterativ zu losen.
Dieses Verfahren wird durch die Routinen aus [21] geliefert, die dort beschrieben
sind und hier nicht weiter ausgebreitet werden sollen. Der Benutzer muf} die Diffe-
renzengleichung (etwas modifiziert) und eine moglichst gute Schatzung der Losung,
die die korrekten Randbedingungen erfiillt und sonst beliebig sein kann, vorgeben.
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Die Differentialgleichung 2. Ordnung fiir einen bestimmten Matsubarasummanden
wird zunédchst in ein Dgl-System 1. Ordnung umgeschrieben fiir zwei Funktionen
a; = a und ay = da/dz. Dieses lautet

M = ay(x) M = 2(2# + 1)sin(aq(z)) + AQ(I) sin(2a4(z)), (B.3)

dz dz T.
wobei der Matsubaraindex unterdriickt wurde. Dieses System wird schlieBlich in
Differenzengleichungen auf einem endlichen Gitter mit N Punkten mit Abstdnden
Az bei z, transformiert
i () — an(Tg-1)

az(xr) + ap(Tip-1)

Az 2
Qo Tr) — Qo Th— . . ay(xe) + o (T
2(zp) A$2( k=1) _ %(2M+1)Sln< 1(zx) . 1z 1))

2
+ (A(Jlk) ‘|‘2A($k—1)> sin (a1($k) + al(iﬂk—l))
firk=1---N —1 und an den Randern

ay(xg) = arcsin < A§+wﬁ> as(zy) = 0.

Als Anfangsschatzung wird die Losung der linearisierten Gleichung ohne Magnetfeld
vorgegeben. Sie lautet fiir einem bestimmten Matsubaraindex p mit &, = (w,/7)'/?
N —
aq(xy) = arcsin <\/A§+wﬁ) COS};(()ZﬁE;XLNK?r)Ax)
— 1 N — A

az(zy) = arcsin <\/A?+wﬁ> R SLI;};}(IIZZE%AZC)) AI).
Das Relaxationsverfahren arbeitet nach dem Prinzip, dal von der Anfangsschatzung
ausgehend diese schrittweise verbessert wird. Die Verbesserung wird mit einer Ma-
trix berechnet, die aus der Differenzengleichung gewonnen wird. Als Maf fiir die
Konvergenz der Iteration wird die durchschnittliche Korrektur eps bei einem Ite-
rationszyklus zu allen Variablen an allen Gitterpunkten benutzt. Maximal werden
Itmax Tterationen ausgefiihrt.

Bei der Anwendung auf den Meifiner-Effekt war die interessante Grofle die inverse

Eindringtiefe
pe
w = 3 i (av).
Typische verwendete Werte waren
pe="T./T entspricht einer “cutoff”-Energie w. ~ 67,
Itmaz = 100 Maximalzahl der Iterationen
eps = 1073 Abbruchkriterium fiir Relaxationsverfahren
N =200 Zahl der Gitterpunkte

Damit wird bei hinreichend guter Anfangsschitzung eine Konvergenz erreicht. Bei
einer Temperatur T' = 0.017. mit 200 Gitterpunkten benétigt der Algorithmus einige
Sekunden auf einer Workstation.
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B.2 Iteration des Selbstkonsistenzproblems

Das Gleichungssystem aus Usadel-Gleichungen und Maxwell-Gleichung besitzt in
bestimmten Parameterbereichen keine eindeutige L.osung. Man kénnte das Problem
iterativ angehen, d.h., man 16st die Usadel-Gleichungen zunéchst fiir ein bestimmten
Verlauf des Magnetfeld es. Mit dieser Losung bestimmt man 1/A?(z) und damit er-
neut das Magnetfeld. Dann beginnt man von vorne. Leider ist es nicht vorhersagbar,
welche Losung dieses iterative Verfahren findet, wenn es tiberhaupt konvergiert.

Aus diesem Grund wird ein anderes Losungsvertfahren verwendet, das mit ver-
anderlichem Magnetfeld arbeitet. Dabei beginnt man bei einem bestimmten Wert
des Magnetfeldes Hy, bei dem das System eine eindeutige Losung besitzt. Dieser
Startwert Hy kann entweder oberhalb oder unterhalb vom Instabilitdatsbereich liegen.
Nun 16st man zunéichst die Maxwell-Gleichung fiir diesen Wert und erhélt B(z).
Liegt H; unterhalb des Instabilitdtsbereiches, so wird die geschiatzte Eindringtiefe
ohne Magnetfeld eingesetzt, liegt Hy oberhalb, wird der Strom gleich Null gesetzt.
Mit diesem Magnetfeld 16st man die Usadel-Gleichungen und berechnet daraus die
Eindringtiefe A(z). Damit 16st man erneut die Maxwell-Gleichung und erhélt ein
neues Magnetfeld B(z), womit man erneut die Usadel-Gleichungen 16st.

Bei dieser Iteration wird als Konvergenzkriterium die Anderung des Magnetfeldes
pro Iterationszyklus AB(xz) benutzt. Das gewdhlte Konvergenzkriterium ist

J A AB(z,)
J— .~ 7 ]’ .
N Z B(.l?n) < Konv

n=0

wobei fiir Konv typischerweise ~ 1072 — 107® gewiahlt wurde. Damit wird beim
ersten Magnetfeld eine Konvergenz nach wenigen Zyklen erreicht (typischerweise
3—14).

Ist nun die Konvergenz erreicht, so wird das Magnetfeld um einen kleinen Betrag
dH, der negativ oder positiv sein kann, verdndert und die Maxwell-Gleichung erneut
gelost, jedoch mit der Findringtiefe, die zuletzt berechnet wurde. Damit beginnt
der ITterationszyklus von neuem. Jetzt wird die Konvergenz jedoch schon innerhalb
von 1 — 2 Zyklen erreicht.

Auf diese Weise, die in Abb. B.1 schematisch dargestellt ist, kann man den insta-
bilen Bereich auf einem Ast durchlaufen, ohne Konvergenzproblem zu bekommen.
Gelangt man schlielich an die Grenze des Instabilitatsbereiches, so wird die Itera-
tion auf den anderen Ast gezwungen. Hierbei kann es passieren, dal bis zu ~ 50
Zyklen notwendig sind, bis die Konvergenz erreicht ist.

Mit diesem Verfahren kann die Suszeptibilitat fiir alle Magnetfelder bestimmt
werden, indem man einmal mit einem kleinen Magnetfeld startet und dann schritt-
weise erhoht oder andermal mit einem groflen Feld startet und dann schrittweise
erniedrigt.
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Setzte Magnetfeld
auf Anfangswert
H=H1

|

Integration der
Maxwellgleichung

= B(x)

|

Integration der Setzte
Usadelgleichung

H=H+dH

— A (X)

Konvergenz
erreicht ?

nein

Endwert H2
erreicht ?

fertig

Abbildung B.1: Flufidiagramm des Losungsverfahrens im schmutzigen Grenzfall in
starken Magnetfeldern
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B.3 Berechnung des selbstkonsistenten Paarpo-
tentials

Fiir numerische Zwecke ist die Realzeit-Usadel-Gleichung (7.1) fiir F£(z) schlecht
geeignet, da sie komplexe Wurzeln enthélt. Die damit verbundenen numerischen

Schwierigkeiten kann man umgehen, indem man GE(z) = cos(a) und Ff(z) =
sin(a) setzt. Dann geht (7.1) iiber in
1 _d*a , ) .
§DF = (—iE 4 T,)sin(a) — A cos(a) + T's sin(2«) (B.4)
T

Setzt man nun « = «a; + iz, so ergeben sich als Real- und Imaginérteil von (B.4)
zwel gekoppelte Differentialgleichungen.
Die Selbstkonsistenzgleichung ist dann

Az) = ©(—a) JedE cos(al(E,;v)lsinh(ag(E,;v)). (B.5)
arcosh(%)
Die Randbedingungen lauten
0
a?alﬂ(Eal'Mx:—Ls = 0 (B.6)
0
a_a1,2(E7$)|z=Ln = 0
T

0172(E,0+) = 0172(E,0—).

Damit ist das Problem vollstandig beschrieben und kann numerisch gelost werden.

Die Integration des Differentialgleichungssystems (B.4) erfolgt mit dem in An-
hang B.1 beschriebenen Relaxationsverfahren. Das Selbstkonsistenzproblem wird
iterativ gelost. Man beginnt mit der Vorgabe eines stufenférmigen Paarpotentials
und berechnet die Losung von (B.4). Daraus bestimmt man sich mit (B.5) ein neues
Paarpotential und 16st damit die Gleichung erneut.

Als Konvergenzkriterium wird verlangt, dafl die durchschnittliche relative Kor-
rektur zum Paarpotential pro Iterationszyklus einen bestimmten Wert unterschrei-
tet. Dafiir wurde meistens ein Wert um 0.005 als ausreichend angesehen. Die
bendtigte Zahl von Iterationen ist stark von L abhéngig. In Abb. B.2 ist der Ver-
lauf einer typischen Iteration des selbstkonsistenten Paarpotentials fiir einen relativ
diinnen Supraleiter gezeigt. Die Parameter sind L, = 2¢7 und L, = 10£3, wobei
als Einheit der Lénge sie supraleitende Kohérenzldnge im schmutzigen Grenzfall
¢35 = (D/2A)'Y? dient.

Dabei zeigt sich, dafl die grofite Korrektur schon bei der 1. Tteration erfolgt. Ins-
besondere ist die Ortsabhéngigkeit schon sehr ahnlich zur selbstkonsistenten Losung.
Der Absolutbetrag wird in den weiteren Lésungen immer weiter abgesenkt. Bei 10
[terationen schlieBlich ist die Abweichung von der selbstkonsistenten Losung nur
noch sehr gering, die relative Korrektur betragt noch ~ 0.5% pro Iterationszyklus.
In den néchsten 10 Iterationen wird diese noch kleiner. Nach 20 Iterationen ist die
relative Korrektur pro Iterationszyklus nur noch ~ 0.1%.
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AX)/D

0.4 L 1 L 1 L 1

-2.0 -1.5 -l& -0.5 0.0

Abbildung B.2: Verlauf einer selbstkonsistenten Berechnung des Paarpotentials am
Beispiel einer supraleitenden Schicht mit L, = 2¢7 auf einem dicken
Normalleiter mit L, = 10¢7. Die Zahl i gibt die Zahl der durch-
gefithrten Iterationen an. Nach 20 Iterationen betrug die durch-
schnittliche Korrektur zum Paarpotential ~ 1072. Das Konver-
genzkriterium 0.005 wurde nach 10 Iterationen erreicht
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